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Avant-propos 


+ Ce manuel est conçu dont : 
a la simplicité d'utilisation favorise le travail en autonomie de l'élève. 
" l'accessibilité tient compte des attentes diverses des élèves. 


s la variété des situations et des exercices permet de développer les 
notions. 


+ Chaque chapitre se décompose de la façon suivante : 


= un résumé du cours écrit dans un langage simple, suivi d'un exemple 
et / ou d'une méthode pour mettre en pratique la notion. 


"= Des exercices dans quatre rubriques : 


@ QCM: permet de vérifier l'acquisition des savoirs et la maîtrise 
des savoir- faire. 

@ Appliquer : l'élève dispose ainsi en vis à- vis d'outils favorisant 
l'acquisition des savoirs et des savoir- faire. 

@ S'entraîner et se perfectionner: offrent des exercices dans 
lesquels sont mis en œuvre les diverses notions du chapitre dans 
une démarche plus approfondie ou en les associant à d'autres 
notions abordés précédemment. Leur nombre et leur variété 
permettent de répondre aux différents besoins des élèves. 


Les auteurs 
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Continuité et limites 


I) Résumé du cours 
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. Soit x,un réel de I. 


On dit que f est continue en x, si limf = f (x ) 


e Toute fonction polynôme est continue en tout réel. 
e Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son ensemble de définition. 
ə Les fonctions x + cosx et x > sinx sont continues en tout réel. 


Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I. Soit xun réel de I et k un réel. 


e Si fet g sont continues en X, alors les fonctions f + g, fg, et kf sont continues en x,. 


e Si f est continue en x,et si f(x, )# 0 alors la fonction = est continue en Xy. 


, | ne: 
e Si f etg sont continues en x, et si g{x,)# 0 alors la fonction — est continue en x. 
8 


© Si de plus f est positive sur I et si f est continue en x,, alors la fonction ~f est continue 
en Xy. 


A) Limite d'une somme 


B) Limite d'un produit 


: z +00 OU —c +00 ou —00 . z EAA 
Alors f xga pour limite | px £' , i : Forme indéterminée 
Suivant les signes | Suivant les signes 
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C) Limite d'un inverse 


0 0 
Si g a pour limite Par valeurs Par valeurs 
supérieures inférieures 
Alors a a pour 
& 
limite 





Si f a pour +00 ou 
A we £ g L0 +00 OU —œ ADS OÙ -5 
limite —00 


0 par valeurs 0 par valeurs 
+œ | supérieures supérieures 
Sig à pour | z ; 
nAi V0 où ou ou l'0 +00 OU —00 
limite 
—oo | 0 par valeurs 0 par valeurs 
inférieures inférieures 








































J +00 OU —00 +00 OU —00 
Alors — a | Forme | 00 Forme 
g Suivant les |. er Suivant les un Ve | M 
indéterminée Suivant les | indéterminée 
pour limite signes signes 


signes 






E) Règles opératoires 

= La limite en + ou en —-w d'une fonction polynôme est égale à la limite de son terme de 
plus haut degré. 

= La limite en + ou en —æœ d’une fonction rationnelle est égale à la limite du quotient de ses 
termes de plus haut degré. 

= Si Jim f(x) = L alors la droite d'équation y = L est asymptote horizontale à la courbe Cf 


ento. 
=" Si limf(x)= +æ alors la droite d'équation x = a est asymptote verticale à la courbe Cf . 


xa 


" Si lim f(x) - (ax+b)=0 alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique à la 


X—+ 00 


courbe Cf en +. 


= Si lim f(x) = +æ et lim Joe | +œ alors C 5 admet une branche parabolique de 


X—+ 00 X—+ œ X 


direction (Oy). (type x?). 
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"= Si lim f(x) = + et lim PE) qu 0 alors C f admet une branche parabolique de direction 
X—+ © X—+ 00 





xX 
(0x). (type\x). 
Si lim f (x)=+00 et lim Fun a+0 alors deux cas peuvent se présenter selon 
| | X—+0 X—+ co X 


lim f(x)-ax 
" Si lim f(x)-ax = b alors la droite d'équation y = a x + b est asymptote oblique à C en + o. 


"= Si lim f(x)-ax = + alors C sadmet une branche parabolique de direction la droite 


= d'équation y = ax en +o. 
Théorème : 
æ Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et g une fonction 


définie sur un intervalle ouvert J contenant le réel f(a). 


Si f est continue en a etg est continue en jf (a), alors go f est continue en a. 


Conséquence : 


f est continue sur I 
Si 4 g est continue sur J alors go f est continue sur I. 
SA) 
Théorème : 
æ Soit f et g deux fonctions. Soit a,b et c finis ou infinis. 
Si lim f (x) = b et lim g(x) = c alors limgo f(x)=c. 
Théorème : 
® Soit f ,get h trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut être en un réel a de I. 
Soit deux réels Z et /'. 
e Si f(x) <g(x) pour tout xeZ etsi imf=£ et limg=2' ,alors £3% £'. 
" Si A(x)< f(x) < g(x) pour tout xeetsi limh=limg=£{,alors lim f =£. 
= Si f(x) > g(x) pour tout xEe et si lim g = +œ, alors lim f = +0. 


= Si f(x) <g(x) pour tout xe et si lim g =-w, alors lim f = —o. 


Ces résultats restent aussi valables lorsqu'on remplace a par +œ ou par a* ou a`. 
Théorème : 

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle. 

Théorème des valeurs intermédiaires : 

æ Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. 


Soient ae et bel. 
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Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel c compris entre a et b 
tel que f(c)=k 
On peut aussi l'exprimer sous la forme: L'équation f(x)=k a au moins une solution c 


comprise entre a et b. 
En particulier, si f(a)x f(b) <0alors l'équation f(x) =-0 admet au moins une solution dans 


la,b[ 


Si de plus f est strictement monotone sur I, alors c est unique. 





fest f nest pas 
stricternent strictement 
monotone monotone 


Conséquence : 
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. 


Si f ne s'annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur I. 
Théorème : 
Si f est continue sur |a,b] alors f([a,b])=[m,M] 
Où m est le minimum de f sur [a,b] et M est le maximum de f sur [a,b]. 
F) Cas des fonctions monotones : 
Théorème : 
Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a,b ( b fini ou infini ). 
= Si f est croissante et majorée alors f possède une limite finie en b. 
= Si f est croissante et non majorée alors f tend vers + en b. 
= Si f est décroissante et minorée alors f possède une limite finie en b. 


= Si f est décroissante et non minorée alors f tend vers - en b. 


Théorème : 
e L'image d'un intervalle I par une fonction continue et monotone sur I est un intervalle de 
même nature. 
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Exemples : 


I =[a,b| fM =|, f()] f@)=[f6), f(a)] 


IT) Exercices 
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La figure ci-contre est la représentation graphique 
d'une fonction f définie et continue sur IR. i ze +0) VDS os _ OE. A E A 
On note que (CA admet au voisinage de - œ une | | 
asymptote horizontale d'équation y = 0, et au Í L 
J 


voisinage de + œ une branche parabolique de 





. . à 4 -3 2 4 

direction celle de l’axe des ordonnées. | | | | 

Pour chaque question indiquer la ou les réponses +} i 
exactes : | | | 


1) Soit h une fonction définie sur IR, de même 
signe que f et telle que pour tout réel x, on a: 
f(x) < h(x). On a alors : | 


b) limh=0 





c) lim = +00 
2) Soit g = b On a alors : 
a) gest définie sur IR* ; b) g est définie sur IR\{2}; c) lim g =—œ ; d) lim g = —0 
d) (Če) admet une asymptote verticale. 
+V1+ x? 


l 
3) Soit k la fonction définie sur IR* par : k(x) = —————. On a alors: 
x 


a) imfok=-3; b) liimkof =1 ; c) imfok=-3; d) limfok=+00 ; e) limf ok =-0 
+00 +00 —0 0° 07 
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V/ APPLIQUER 


be 












Dans le graphique ci-contre, on a Lot Mob 1 po. à 
représenté la courbe (Cf) d’une fonction f ~~ m CTI AIT pe SOS VO: 
définie sur IRS. "|? o AOR: MEN PO AE E La TE AS D a 
La droite A : y = x est une asymptote à (Cf) gas + | E il Le | E Í À AA i l “a i 
au voisinage de + œ, la droite y = 1 est une Ca pi Ln E k rh à 
asymptote à (Cf) au voisinage de - œ et Li TE HU À Pr: 
l'axe des ordonnées est une asymptote à à j 4 + i 4 , ; | | 
(Cf) à droite et à gauche en 0. DR RL UD CT LE D. D. à 


Utiliser le graphique pour répondre. 
1. Déterminer limf, lim f{x)-x, lim wo ER et lim f(x)sin Ea ; 
+00 X—+00 x>- y x>-l f ( x) x—0 
2. Déterminer f(]- æ, - 1]), f([-1, O[) et f(]0, 1]). 
3. Montrer que la fonction g définie par g(x) = = est continue sur IR* \ {-1}. 
À 


4, La fonction g admet elle un prolongement par continuité en 0 ? 


\3/ APPLIQUER 


Dans chacun des cas suivants, déterminer par lecture graphique l’ensemble f(I) image par f de 
l'intervalle I. 
1) 


I = [0, 31. 
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\5/ S’ENTRAINER 


Cl 
1) Soit f :xh x° sin[ L)+1, vx e IR*, 
X 


a) Montrer que: VxelR',1-x° < f(x) <1+x°. 
b) Chercher lim Ta 


c) Chercher lim f etlim f. 


2) Soit g:xm 277 VrelR. 


— Sin x 


Vx > I, Ti < gx +1 


a) Montrer que : 
q x+]l 





Vx <—1], x-1<g(x)< 


b) Chercher limg et limg 


T sais 


La fonction f a pour tableau de variation : 


xX —00 —] 0 +00 





Donner en utilisant ce tableau les limites suivantes : 


1 jl Il —] ET y 
CRD ED OS OR s E) m E) 








V S’ENTRAINER 


En appliquant le théorème sur la continuité d’une fonction composée, justifier la continuité de 
chacune des fonctions suivantes tout en précisant son domaine de continuité. 


T 1 
1) f(x) =tan Es) 
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2) f(x) =6os E3 
x-1 
3) f(x) = cos( Vx? = 1) 


4) f(x) = cote [25 à) 
S’ENTRAINER 


Dans le repère (oi, j)» ci - dessous, est tracée les courbes représentatives ( C ) et ( C) 


respectives des fonctions f et g. 





La fonction f est définie sur | - œ, - 1] et 
la fonction g est définie sur ]2, 4]. 

1) Donner graphiquement : 

f (-1), f (-2), g (4), g (3), lim f et lim F 


2) En déduire g o f([-2, -1]) et lim go fx). 


3) Etudier le sens de variation de g o f sur |-, -1]. 
4) Prouver que l'équation 
g 0 f (x) = 2 admet une solution unique a dans ]-2, -1[. 
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3 SE PERFECTIONNER 


V1+x?-—1 


x 
Soit f la fonction définie sur IR* par f(x) = 4 ,. | z) 
x” en] — 


six<0 


six>0 
1 + x? 


1) a) Montrer que, pour tout x > 0, | f(x) | < x°. 

b) En déduire la limite de f à droite en 0. 

c) f est elle prolongeable par continuité en 0 ? 
2) a) Justifier la continuité de f sur ]0, + ol. 





3 


; ; fai Itr : i 
b) Montrer que l'équation : sin[) = admet au moins une solution dans l'intervalle 
X 


BEN 
3) Calculer limf et montrer que limf= x. Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 


L SE PERFECTIONNER 


sin x 





—2 + Six e He, of 


Soit f la fonction définie sur R par: f(x)= {2x -3x -] si x € [0,2] 


P EN ex] si x € |2, +| 


1) a) Montrer que pour tout réel x de l'intervalle |—o, of, oia; -— ga < f(x)< — px, 
X X 
b) En déduire la limite en - œ de f . 
2) Calculer lim f(x) et lim f(x) - x. 
3) Montrer que f est continue en chacun des réels 0 et 2. 


4) a) Calculer f ' (x) pour tout réel x de l'intervalle |0,2|. 


b) Dresser le tableau de variations de f sur cet intervalle. 
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rt afas px sa 


m 
DE DR Escas 
TEE 
FHE 
AMENER 
PEPEPÉEET 


c) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une seule solution g € [0, 2]. Vérifier que1.6 < a <1.7. 





ie 
Ha 
P 
ĝ 





5) On donne ci - dessous ( i) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé du 


plan. 
Répondre aux questions suivantes, en utilisant le graphique : 
a) Donner le signe de f suivant les valeurs de x. 


b) Déterminer les limites éventuelles suivantes : 


i pe in le. ji 
im, (im e a a i } 


c) Déterminer les images de chacun des intervalles suivants : [0,2] et ]2, +o]. 
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Réponses 
1. Soith une Vx e ]-œ%, 2], on a: f(x) < h(x) < 





0 


imf = 0 = |lim A = 0 


Vxe [2,+ol,ona:0<f(x) < 
h(x) 


fonction définie sur 
IR, de même signe 
que f et telle que 
pour tout réel x, on 
a: 

f(x) < h(x). On a 











alors : 
lim À = 0 
lim À = +00 


+20 


l 
f(x) =0 & x= 2 doncg= -— est 
f 





l 
2. Soitg= ire 





alors : 
g est définie sur 


IR\{2} 


lim g = —c0 
(Če) admet une 
asymptote verticale 


définie sur IR \{2} 
limf=0 => 







l 1 
img = imt (+) 
5 * $ 0 


1 l 
lim g = lim — = | — | = —œ 


2 L + 






l l 
lim g = lim — = | — | = +% 
2 É Æ NO 


>La droite d'équation x = 2 est 
ptote verticale à 






3. Soitkla 
fonction définie sur 
IR* par : k(x) = 


1++41+ x2 






x ne mme 
On a alors : Ie 3 E 
: on imf = fn =-3= imf ox = 3] 
limkof =1 | LE 
i lim f = +œ et limķý=1 
lim f o k = +00 i T 


=] lim kof =1 


lim k = +00 €t lim f = + 
0° +% 


pu 
| 





E F; : ef n’est pas définie en 1 
f n'est pas continue en 1 
=> 4f n'est pas continue à gauche en 1 


f n'est pas continue à droite en 1 





e lim f(x) = lim f(x) =2 => limf(x) =2 
x—1° x1 X—> 


M F- : of est bien définie en 1 etf(1)= 1 
elimf(x)=-1=f(1)&f est continue à droite en 1. 
x—1° 
elimf(x)=1#f(1)@f n'est pas continue à gauche en 1. 
x-1 
>f n’est pas continue en 1. 
E F; : ef n’est pas définie en 1 
f n'est pas continue en 1 
= 4f n'est pas continue à gauche en 1 
f n'est pas continue à droite en 1 
e lim f(x) =+% 
x—»1" 
donc lim f(x) = —-0 
e lim f(x) = —-00 
Xl 
BF, : ef est bien définie en 1 etf(1) =2 
ef n’est pas continue en 1 
elimf(x)=2=f(1)fest continue à droite en 1. 
x—1 
BF; : ef est bien définie en 1 et f(1) = 1 
elimf(x)=2zf(1)f n'est pas continue à droite en 1. 
x—1" 
e lim f(x)=—1 # f(1) &f n’est pas continue à gauche en 1. 
x> 


>f n'est pas continue en 1. 
E F6 : of est bien définie en 1 etf(1)= 01 


elimf(x)=-1=f(1)f est continue à droite en 1. 
x—1" 


8 lim f(x) =—-1 = f(1) Sf est continue à gauche en 1. 
>f est pas continue en 1. 
MF; : ef n’est pas définie en 1 
f n'est pas continue en 1 
= « f n'est pas continue à gauche en 1 
f n'est pas continue à droite en 1 
nf 
e limf(x)=—00 
Xx—1 
E Fs : ef est bien définie en 1 et f(1) = 1 
è lim f(x)=1=f(1)f est continue à gauche en 1. 
e lim f(x) = +0 6f n’est pas continue à droite en 1. 
>f n'est pas continue en 1. 
E F, : ef n’est pas définie en 1 
f n'est pas continue en 1 
= 4f n'est pas continue à gauche en 1 
f n'est pas continue à droite en 1 
' imfġJ=1 






e limVx —3x+2x c'est une forme indéterminée 
o baad 


X— 


-0 


i 3 
lim Vx° -3x +2x = lim | |x (1-ž) +2 


X 


x ——00 x>- 








; 3 | 3 
= lim |x| 1——+2x= limx| — jl- +2 |=-0 
X—-20 Lu Be x> | or 
-x F LA 
| 
e limVx-3x+x :Find 
ES y 
3 … 4de 
lim Vx -3x + x = lim ——— 
Tu TEA x" —3x x 
| 134 3 3 
= lim —_—— = lim ——— = — 
x-0 3 x> 3 >) 
##| ,]1-— +1 l-> +1 
x x 
ž| 2— [1+— 
x? 
nes ee T l 
è lim ————————— = lim _— 
ses 3x +5 + 3 
t 3+— 
X 
y 
lim xsin| — | : Find 
E ssel hiy 
per 
mer 
0 
i 
sin| — 
| fA , x 
lim xsin| — | = lim ——— 
X>+ X X—>+0 Il 
X 
. snif 
= lim S 
| X0 A 


On pose X = — 


X 


N7 APPLIQUER 








1. limf = +, limf(x)-x=0, 


limf(x)sin aslen =lim————=1 
x—0 f(x) 2.7 


2. f(]- 00, - 1]) = [0, 1[, f([-1, 0D = [0, + oo et f(10, 1]) 
= [2,+ool. 


3-ep(X]= la existe, si et seulement si x e IR* et 
f(x)+0 <x e IR*\{-1} 

- est continue et positive sur IR* \ {-1} = g est 
continue sur IR* \ {-1}. 

4. limg = lim a =0 = g admet un 


x—0 


+0 


prolongement par continuité en 0. 


V7 APPLIQUER 


1. f([0, 3]) = [-1, 2] 
2. f(|1, + cf) = ]0, + of 
3. f(10,3D = }-c, 1[ 


\5Z S’ENTRAINER 


a) VxelR, -1<sinx<1 
=> Vxe IR, x-1<x+smx<x+l 





l 
VxelR, 1<2-smx<3=VxelR, —< <il 
3 2-sinx 


V x>1, 0<x-1<x+sinx <x+1 et 


l 





X—1 
21 SSR O g a 


l 
3 2-sinmx 
V x<-1,x-1<x+sinx <x+1<0 et 





| x+1 
A <1 >V X<-1,x-1< f(x) <—— 
3 2-sinx 3 


x—1 i! 
D Y Zal —<'OESxiLE ni 
3 


x 30 


——]%,, Corrigé 









is e 
+ RE = (> Jes continue sur IR\ {1} 
x-l] 
x+l `~ x+i 
V g-i 4-15 JDE et lim —— = - alors cos est continue sur IR 





x>- 


pa u(IR\{1}) CIR 
=> f= cos o u est continue sur IR \ {1} 


S’ENTRAINER 3. f= cos (-V x- 1) ; fest définie sur 


= : l ; —0,—]| LUI, +0 
n Ku im f (Vx) = ; s — | ] [ [ 




















lim f = —00 r lit f = f(1)=0 (=> x” 1) est continue sur |-,-1| u [1, +f 
| | l : | i cos est continue sur IR 
fai) 1) dE = im (+1) =0; u(l-o, 1] [14ef) IR 
= x RETRE X 
EA EN 
br Fae = f= cos o u est continue sur |-%,-1]u[1, +f 
lim — = —00 1 . | lim = 
refus GS 
bare M lim f = 0 4 f(x)=cotg]| z Ta ; f est définie sur 
= - 
BE 3 kọ 
üm (2) R ÈE, kez} 
: g 2 
jus Am 2—x 
ims rl lim f s; i 3 3 k 
} F3 ss | 2+x x> m| 2x—-— || est continue sur IR\$—+—,4keZ 
lim f = 0 4 & 2 
aF] ; cot g est continue sur IR \ {kr, k e Z} 
= +00 ; x +1 
en (se) w 
lim f = —-00 LÀ (ml rez)em {kr, keZ} 
ga 8 2 
= 3 $ 
S’ENTRAINER > f = cotg o u est continue sur IR \ ir keZ 
T l 
1. f(x)= tan EE +) \8/ S’ENTRAINER 
3 RL A CON À à = fi as 
fest définie sur IR \ Ua ke z) 1. I(-1) =4; 102) =3; 84) =0; 803) =1et 
2 lim g = +% 
27 
E g i 3 
DE -2) est continue sur IR\ z 2k fe z) 2. gof([-2,-1]) = g(-2,1])) = g([3,4]) = [0,1] et 
2 2 2 lim f(x) = 2° 
tan est continue sur IR \ z +kr,ke z) im nn: Di, lim g = +00 
3 m 3. fest strictement croissante sur ]-o%, -1] et g est 
u| IR ri 2k, KeZ{|CIR\ +47, keZ strictement décroissante sur ]2,4] 
; = g o fest strictement décroissante sur |-c, -1] 
= f= tan o u est continue sur IR \ z +2k, ke z) fest continue sur |—,—1] 
2 
i 4. 4 g estcontinue sur |2,4] 
+ 
2 Js= cos[ à ) ; f est définie sur IR \ {1} f (]—,-1]) = ]2,4] 
x = 2 3 


=> g o f est continue sur |, —1| 


en particulier sur [-2, -1| 


— E Corrigé 


1 
gof(-1)=0<—<gof(-2)=1 
2 


gofest strictement décroissante sur [-2, -1] 
=> l'équation g o f (x) = 2 admet une solution 
unique æ dans ]-2, -1[. 








I+x -1 : 
a ARE six<0 
x 
f(x) = 
8: mT 
: sn(”| 
5 six>0 
1+ x? 
3 3 
s x 3 
1. a) V x> 0, |f(x)| = sin (=) < < X 
l + x? x 1 + x? 








b) Vx>0,[f(x)]|< x° et lim x° =0 = 
x—0* 
lim f(x) = 0 
x—0* 


| , 1+ x? -1 
c) limf= lim ——— 
0 x—0 Ea 
2 
= mn -e = lim 


X 
+ |) 
re x(V1+2 +1) +20 a] +x? +1 
limf= limf =0 = fest prolongeable par 
o 0° 


continuité en 0 et on a: 


NV1+x2 -1 


sit 0 
x 
. m 
x sn 
gx) = 4 —— six > 0 
1 + x? 
0 six = 0 


est le prolongement par continuité de f en 0 


pe (z) 
X SN! — 
2. Avis D =—— 7. 
1 + x? 
3 





T 
3. on pose u(x)= sin (z) et v(x) = 
x 1 + x? 


v est une fonction rationnelle continue sur son 
domaine de définition IR en particulier sur 10, + co| 


T 
Ê =- z) est continue sur IR*, en particulier sur 
X 


]0, + of 


j TT 
=> Ê H sin (=) est continue sur |0, + æf 
X 


f = u + v est continue sur ]0, + «| 











x sin ai 

[2 1 + x? (z) 

b) safe) hs o= 
x x +y? 


f est continue sur ]0, + œf, en particulier sur [1, 2] 
8 8 
f(1) = 0 et f(2) = z ‘Det 3 


D'après le théorème des valeurs intermédiaires, 
l'équation f(x) = 1 admet au moins une solution 


dans [1,2] 
l 
Su RES 
. 1 2 _] X 
c) lim f = D KT 7 
ne x>- o X X—-— © xX 


1 
d) = im- /1+— 1-2 
EX? o x? 


= la droite d’équation y = - 2 est une asymptote 
horizontale à (Cr) au voisinage de - o0 


se e (7) 
xs) — ‘a sin| — 
mie imn —— = x 





lim xšx——— =y 
+o x—>+ 00 1 + x? x-+ 0 | + x? J 
I x 
— — 
Nz 


=> la droite d’équation y = x est une asymptote 
horizontale à (Cr) au voisinage de + co 


No SE PERFECTIONNER 


sin x 





-24+ six € ]-c,0[ 


X 


f(x) = 4 2x —3x° -1 sixe[0,2| 


2x Nx =x-1 
1. Calcul de la limite en - œ de f: les règles de 


calculs de limites sont inapplicables ici puisque la 
fonction sinus n’a pas de limite en - œ donc a recourt 
aux encadrements. 

ai V rx E! IR, où 4: L SN ESISNVXSC 


l Sn? l l sin x l 
<-— > -2+—<-2+ <-2-— 
x x X x i x 


six € |2,+0| 








I 1 
-Ae eA a a LOS = 2=— 
x 


s 


] 
bj Vx<0, -2r— sfz = 2- 
X 


x |= 


1 1 
lim- 2+— =-—2 lim- 2-— = -2 
r> x x>- y 
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> limf =-2 


2. lim f(x)= lim2x-Ņ\xř -x-1 


x + © 





lim f(x) — x = limx-Vx?2-x-1= 


2 + © 





l 
NB: lim f(x)=ræet lim f(x) - x=— >La 
x—+ + 00 I tt f 


l 
droite d'équation y = X + 2 est une asymptote 


oblique à (CA au voisinage de + co. 


3. Continuité de fen 0 et en 2 : 


| | sin x 
e limf =lim-2+—--1= f(0)= fest 
0 x—0 X 
l 
continue à gauche en 0. 
lim f = lim 2x° -3x -1 =-1 =f(0)= fest continue à 
< 


x-0" 
droite en 0. 
Ainsi fest continue en 0. 
e limf =lim2x -3x -1=3=f(2)= fest 
2e 


x32 


continue à gauche en 2. 


$ TA À E ra. 
Aer ee lx ž-l=3=f@)> fest 
4 1 


continue à droite en 2. 
Ainsi f est continue en 2. 
4, a) Yx e [0,2], 


f(x) = 2x -3x -1 > f (x)= 6x2- 6x = 6x(x—1) 








c) Equation f{x) = 0 dans [0,2]: 

e f([0, 1]) = fG), (0)] = [-2, -1] (image d'un 
intervalle par une fonction continue strictement 
décroissante) 

0 & [-2, -1] donc l'équation f(x) = 0 n’a pas de 
solutions dans [0, 1] 

e fest continue et strictement croissante sur [1, 2] 
donc f réalise une bijection de [1, 2] sur [-2, 3] 

— l'équation f{x) = 0 admet une solution unique a 
dans [1,2] 

e f{1.6) = - 0.488 < 0 et f{1.7) = 0.156 > 0 

+ L6<G<L7 

5. Lecture graphique : 





b) Limite d'une fonction composée : 
lim x = +00 
ee aa => lim f (Vx ) = +0 
lim f = +0 i 
2x 


lim = 2 

è 2x3 lim ( : )-= 
lim f = f(1)=—2 |" + 

l 











lim 


= 0 | 
é my tl im | J=- 
lim f = f(0) = -1 x— +o x? +] 
0 


1 
CHR a üm (2 )--2 





x o 


lim f =-2 x 


c) Image d'un intervalle par une fonction continue : 
e f{[0,2]) = [min f, max f] = [-2, 3] 
e f(]2+[) =], +] 
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Suites réelles 


I) Résumé du cours 
1) Suites arithmétiques 


a) Définition : 
On dit qu'une suite U est une suite arithmétique de raison r où r est un nombre réel si 
pour tout entier n, On a: Uns1 = Un+r,(reR) 
b) Terme général : 
Pour tous entiers naturels quelconques n et k, si la suite (u) est arithmétique de raison r 
alors on a: Un = Uk + (n - k).r. En particulier, on a: Un = Uo + n.r 
Réciproquement : Si a et b sont deux nombres réels et si la suite U est définie par: 
Un = an + b, alors cette suite est arithmétique de raison r = a et de premier terme uo = b 
c) Somme des termes d'une suite arithmétique 


Pour une suite (u) arithmétique de raison r, soit Sn = Un + Un-1 + ..... + U1 + U0. 
y (n+1)(u, +u, ) 
no 2 
Relation que l’on peut mémoriser sous la forme : 






nombre de termes de la somme x (premiér terme + dernier terme) 
n 2 





n 


d) Limite d'une suite arithmétique : 
Pour une suite U arithmétique de raison r, on a, pour tout n entier narturelu, = uo + n.r. 
Donc, on en déduit que : 
e la suite (u) diverge vers +00 si r est >0 
e la suite (u) diverge vers -oo sir est < 0 
e la suite (u) est constante si r = 0 
2) Suites géométriques 
a) Définition : 
On dit que la suite U est une suite géométrique de raison q, où q est un nombre réel, si 
pour tout entier naturel n, ona: Un+1 = Q. Un 


b) Terme général : 
Si (u) est une suite géométrique de raison q, alors pour tout n et tout k entiers naturels, on a: 


n = g0 -kK).uk 
En particulier, on a: un = q%.uo. 


Réciproquement: Pour a et b réels, la suite (u) définie par: Pour tout n entier naturel, u, = 
a.b "est la suite géométrique de raison q = b et de premier terme uo = a. 


c) Somme de termes d'une suite géométrique 


Si q est un nombre réel et si n est un entier naturel alors: 
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= n+l 
e1 +q+q?+...+qr= si q est différent de 1 
>g 
01 +q+g? +. +qar= (n + 1) sig= 1. 


Si la suite (u) est géométrique de raison q différente de 1, 


L-g 


n+l 





alors la somme des (n+1) termes de cette suite : Sn = Xu ¿iest Sn = Uo 
k=0 


Relation que l'on peut mémoriser sous la forme: 


S= 1 er terme x ( 1 - raison "bre de termes 
F 1 - raison 


d) Limite d'une suite géométrique 
Si q est un nombre réel, alors on a: 


Théorème 





eSi-1<g<+1 alors lim(g")=0 






eSi g>1 alors lim{g")=+c0 
eSi g=1 alors lim(g")=1 


eSi g<—1 alors la suite (q") n'a pas de limite. 


#5 Convergence et limite d'une suite 
1) Sens de variation d'une suite 


(u,) étant une suite numérique, on pose les définitions suivantes: 


a) Définition d'une suite croissante 
On dit que la suite est croissante si pour tout n entier naturel, on a : Un <Uns1 
On a donc, uo <u1< u2< u3…. 

b) Définition d'une suite décroissante : 
On dit que la suite est décroissante si pour tout entier naturel n, on a : Un+1<Un 
On a donc Un+1 <Un < Un1 << U2 < U1 < Uo 

c) Définition d'une suite constante 
On dit que la suite est constante si pour tout n entier naturel, on a : Un = Uns 
On a donc, uo =u1= u2= u3…. 

d) Définition d'une suite monotone 
On dit que la suite est monotone si elle est croissante ou décroissante. 

e) Méthodes à suivre : 
Pour déterminer la monotonie d’une suite (un), On peut calculer : 
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e U 


n+l 


=Q 


„» Si le résultat est positif ou nul, la suite est croissante, par contre si le 
résultat est négatif ou nul, la suite est décroissante, enfin si le résultat est indépendant 


de n, alors la suite est arithmétique 


u z a Z A s 
e —*, si un > 0, et dans ce cas si le résultat est supérieur ou égal à 1, la suite est 
u 


r 


croissante, par contre si le résultat est inférieur ou égal à 1, la suite est décroissante, 
enfin, si le résultat est indépendant de n, la suite est géométrique. 
2) Majorant, Minorant 

a) Définition d'une suite majorée 


On dit que la suite (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout n entier naturel, 


ona: Un < M. On dit que M est un majorant de la suite. 
b) Définition d'une suite minorée 


On dit que la suite (u,) est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout n entier naturel, 


ona:m < Un On dit que m est un minorant de la suite. 


c) Définition d'une suite bornée 


Si la suite (u,) admet un majorant et un minorant, on dit qu'elle est bornée. 


Il existe donc M et m réels tel que pour tout n entier naturel, on a: m < un < M. On remarque 
que la suite est bornée si et seulement si il existe un réel A tel que pour tout n entier naturel, 
on a: |un| < A 

Remarque 

- Une suite croissante est minorée.(Car pour tout n, on a: uo < un). 

- Une suite décroissante est majorée.(Car pour tout n, on a :uo >un) 
3) Convergence et limite d’une suite 

U est une suite numérique et L un nombre réel. 

a) Définition de la convergence 
On dit que la suite U converge vers L ou admet L pour limite si: Pour tout r> 0, il existe un 

entier N tel que si n > N alors [ua - L | <r 

Ceci signifie que la valeur L sera approchée d'aussi près que l'on veut par la suite U à partir du 
moment où n est choisi assez grand. On écrit alors: 

lim u, = L On dit que la suite est convergente. 


n—>+00 








RE on ACL 


Remarque : si une suite a une limite, sa limite est unique. 





— Ħa Chapitre N°2 





W3 Suites divergentes : 
La suite U est dite divergente lorsqu'elle admet une limite infinie ou bien lorsqu'elle 
n'admet pas de limite. 


Exemples: 
1) un = n? + 1, est une suite divergente car lim (U, ) = +% 








na PRE ee AE 


2) La suite U définie par :U,, = (1) est divergente car elle n’a pas de limite 
U 
Tı 


Il 
| 
| 
m 





b) Propriétés concernant les limites 
Propriété 1 
Si la suite U est croissante et admet un majorant M alors cette suite est convergente et sa 
limite L est inférieure ou égale à M. 
Attention : on a L <M et non nécessairement L = M. 


" est croissante et majorée par 2, mais sa 





Par exemple, la suite définie par " un = 1 - ; 
n+ 


limite est L= 1. 
Propriété 2 

Si la suite U est décroissante et admet un minorant m alors cette suite est convergente et sa 
limite L est supérieure ou égale à m. 

Propriété 3 

Toute suite monotone et bornée est convergente. 

De plus, si on a: m <un< M, pour tout n entier naturel, alors sa limite L vérifie m <L <M. 
Propriété 4 : Théorème dit "des gendarmes” 

Soient trois suites numériques (u) , (v) et (w) telles qu'il existe un entier N tel que, pour 
tout entier naturel n > N: Vn <Un <Wn. Si les suites (v) et (w) convergent vers L alors la suite (u) 
converge aussi vers L. 
sin(7) 
n+l 
On sait que la fonction sinus est comprise entre -1 et 1. Donc, pour tout n entier naturel, on a: 


Exemple : Soit un = 
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1 _sin(n) 1 


ñit. ET 41 


comme ona: Jim = =0 On obtient que la suite (Un) converge vers 0 


nie +00 
Propriété 5 : 
Si une suite (un) est croissante et non majorée, alors lim u, =+% 


n—> +00 


Si une suite (un) est décroissante et non minorée, alors lim u, =. 


n—> +0 


Remarque : 
Une suite non majorée n’a pas nécessairement pour limite +0. Une telle suite a des 


termes aussi grands que l’on veut puisqu'elle mest pas majorée, mais elle n’a pas 
nécessairement ses termes aussi grands que l’on veut à partir d’un certain rang. On peut citer 
comme exemple la suite u, = (- 1)" + 1|x n. 
4) Suites définies par : un+1= f(un) 
Généralités 

Pour une fonction f définie sur une partie I de IR, et pour une valeur a de I, on peut définir 
la suite récurrente (u) suivante : uo = a et pour tout n entier naturel, si un appartient à I , alors 


Un+1 = f(un). Si f est croissante sur I et si f (1) C Í, alors, la suite (U „) est monotone. Si de plus 


l'équation f(x) =X admet une solution dans I, alors cette solution est la limite de la suite (U,) 


Exemple: 
On a tracé la courbe de f et la droite d’équation y = X . Ces deux courbes se coupent en un 


point d'abscisse inférieure à 4. Si on prend t sur (Ox), le point d’abscisse # de C a comme 
ordonnée, = f (u). On projette alors ce point sur la droite d’équation y =X puis sur (Ox). 
On a donc maintenant 14 sur (Ox). On réitère le processus et on visualise ainsi 4,,u,,u, . On 


peut avoir l'intuition que la suite converge vers le réel solution de l'équation ÑX) =X. 
Attention, on voit l'importance du premier terme. Si # est supérieur à 4, il est clair que la 


suite tend vers l'infini. 
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ds. . ; 
%3 Suites adjacentes 
1) Définition : 
On dit que les suites (U,) et (V,) sont adjacentes lorsque l'une est croissante, l’autre est 


décroissante, et lim (V,-U,)=0. 


2) Propriétés 
Si les suites (U, ) et (V, ) définies sur Nsont adjacentes, (U, ) étant la suite croissante et 
(V, ) la suite décroissante, alors : 
1- VneN, U, <F ; 
2- (U,) et (V,) sont convergentes et ont la même limite L ; 


3- VneN,U <L<V. 





II) Exercices 


\/ Q-C-M; FAUX OU VRAI 
Le tableau de variation d’une fonction f est le suivant : 
Soit (u, ) la suite définie par ug =1 et u,,, = f (un). 
Répondre par vrai ou faux en justifiant : 
A - Pour tout n deIN,ona:1<u, <5 





B- Pour tout n deIN,ona: uy up. 


C- Pour #5 =5, la suite (u, ) est croissante. 


n 
D- Si, Pour tout n de IN, 3 < 3) alors lim (u, ) = 0. 


Un 








\2/ Q-C-M; FAUX OU VRAI 


Pour chacune des affirmations suivantes répondre par Vrai ou Faux 

- dans le cas où la proposition vous paraît fausse : donner un contre-exemple. 

- dans le cas où la proposition vous paraît exacte : donner une démonstration. 

(A) : Soit (un) et (vn) deux suites à valeurs strictement positives. Si, pour tout entier n, v, >u, et 
2 


: ; y 
Si lim u, =+% alors lim —=+, 
n—> +0 n> +00 U, 


(B) : Toute suite bornée est convergente. 
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(C) : Pour toutes suites (un) et (vn) à valeurs strictement positives qui tendent vers +, la 


= La LA u 
suite de terme général — converge vers 1. 
y 


n 


(D) : Toute suite croissante non majorée tend vers +. 


\3/ Q-C-M; FAUX OU VRAI 


On considère une suite (un), définie sur N dont aucun terme n'est nul. 


z ça 2 . —) 
On définit alors la suite (vn) sur N par v, =—. 
U 


n 
Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration 
pour la réponse indiquée. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration consistera à 
fournir un contre exemple. 

1. Si (un) est convergente, alors (vn) est convergente. 

2. Si (un) est minorée par 2, alors (vn) est minorée par -1. 

3. Si (un) est décroissante, alors (vn) est croissante. 

4, Si (un) est divergente, alors (vn) converge vers zéro. 


w Q-C-M; FAUX OU VRAI 


a ` . s é + l + 2 
On considère les suites u et v définies pour ne N par : m =1, vy =V2,u,,1 = B paie mivan, 
1+-V2 


Répondre par vrai ou faux en justifiant : 


a. la suite w définie pour neN par: w, =v, -u, est une suite géométrique de raison T V2. 


b. Quel que soit ne N, u, <v,. 
c. La suite v est décroissante. 
d. Les deux suites u et v convergent et ont la même limite. 


\s/ Q-C-M;: FAUX OU VRAI 


Répondre par Vrai ou Faux aux propositions suivantes. 
Si vous répondez Faux, on demande une justification. 

1. Si une suite n'est pas majorée, alors elle tend vers +oo, 
2. Si une suite est croissante. Alors elle tend vers + co. 

3. Si une suite tend vers +0, alors elle n'est pas majorée. 
4, Si une suite tend vers +00, alors elle est croissante. 

5. Une suite croissante a toujours une limite. 

6. Une suite géométrique a toujours une limite. 
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\6/ Q-C-M3; FAUX OU VRAI 





Partie A : question de cours 

On suppose connus les résultats suivants: 

(1) deux suites (Un) et (Vn) sont adjacentes lorsque: l'une est croissante, l'autre est 
décroissante et U, —V, tend vers 0 quand n tend vers +0. 

(2) si (Un) et (Vn) sont deux suites adjacentes telles que (Un) est croissante et (Vn) est 
décroissante, alors pour tout n appartenant à IN on a SV ; 


(3) toute suite croissante et majorée est convergente : toute suite décroissante et minorée est 
convergente. Démontrer alors la proposition suivante : 

« Deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont la même limite ». 

Partie B 

On considère une suite (Un) définie sur IN, dont aucun terme n'est nul. On définit alors la suite 


(Va) sur IN, par v, A 
u 


n 


Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration 
pour la réponse indiquée. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration consistera à 
fournir un contre exemple. 

1. Si (Un) est convergente alors (Vn) est convergente. 

2. Si (Un) est minorée par 2 alors (Vn) est minorée par -1. 

3. Si (Un) est décroissante alors (Vn) est croissante. 

4. Si (Un) est divergente alors (Vn) converge vers zéro. 


V APPLIQUER 


u. = 
On considère la suite (u, ) définie par : l i 


Eat 
U,,, =4/4+ 3u, , pourtoutn e N 
1. a) Montrer que pour tout n de IN, O<u, <4. 

b) Montrer que (u, ) est strictement croissante 


c) En déduire que (u, ) converge et déterminer sa limite. 
2. a) Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 4-u, < (4 —u, ). 


b) Retrouver le résultat de 1. c). 


APPLIQUER 


A) Étant donnés deux points distincts Ao et Bo d’une droite, on définit les points : A1 milieu 
du segment [AoBo] et Bı barycentre de {(4o, 1) ; (Bo, 2)}. 
Puis, pour tout entier naturel n, An+1 milieu du segment [4:B;] et Bn+1 barycentre de 
{(A», 1) ; (Bn, 2)}. 
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1. Placer les points A1, B1, A2 et B2 pour AoBo= 12 cm. 
Quelle conjecture peut-on faire sur les points Anet Biquand n devient très grand ? 





2. On munit la droite (AoBo) du repère (4 ;i) avec i- AR : 


Soit Un et vn les abscisses respectives des points Anet Bn. Justifier que pour tout entier naturel n 
strictement positif, on a 














u, +V u, +2v 
Un] — E s et v,,1 = E — 
E š z . u, TV 
B) On considère les suites (un) et (vn) définies par uo= 0 ; vo= 12 : Uj = y= =. gt 
u, +2v, 
Vnt1 — j 
3 


1. Démontrer que la suite (un) définie par wn = vn - un est une suite géométrique convergente 
et que tous ses termes sont positifs. 
2. Montrer que la suite (un) est croissante puis que la suite (vn) est décroissante. 
3. Déduire des deux questions précédentes que les suites (un) et (vn) sont convergentes et ont 
la même limite. 
4. On considère la suite (tn) définie par tn = 2un + 3v,. Montrer qu'elle est constante. 

C) À partir des résultats obtenus dans les parties À et B, préciser la position limite des 
points Anet Bn quand n tend vers +, 


\9/ APPLIQUER 


Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 2] par /{x)= Akt 


x+l 
1. Étudier les variations de fsur l'intervalle [0 ; 2]. Montrer que si x e[1;2] alors fnel1;2]. 





2. (Un) et (vn) sont deux suites définies sur N par: 
uo= 1 et pour tout entier naturel n, u, =f(u,), 


vo= 2 et pour tout entier naturel n, v,,, =/f{(v,). 


a. Le graphique donné ci dessous représente la fonction f sur l'intervalle [0 ; 2]. Construire 
sur l'axe des abscisses les trois premiers termes de chacune des suites (Un) et (vn) en 
laissant apparents tous les traits de construction. 

À partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation et la 
convergence des suites (un) et (vn) ? 

b. Montrer à l’aide d’un raisonnement par récurrence que : 


Pour tout entier naturel n, 1< v, <2. 
Pour tout entier naturel n, v,,, <v,. 


On admettra que l’on peut démontrer de la même façon que : 
Pour tout entier naturel n, 1<u, <2. 


Pour tout entier naturel n, u, <u,.. 








— M Chapitre N°2 


Vn — Yn 


"teti T. 


c. Montrer que pour tout entier naturel n, v,., -u,.; 
Eai ; l 
En déduire que pour tout entier naturel n, v,-u, 20 et v,,, — Up < T V, —U, ). 


d. Montrer que pour tout entier naturel n, v, -u, < | z) : 


e. Montrer que les suites (un) et (vn) convergent vers un même réel &. Déterminer la valeur 





exacte de &. 
F 
15 
1 
05 
Q 
Q os 1 LS 2 
y S’ENTRAINER 
u, =] 
On considère la suite U définie sur N par : 1 
n+l ET 
l+u 


1. Montrer que pour tout n de N, u, 21 et u, + J9. 


taan? 1-2 


2. Montrer que pour tout n de N, —#1 = = 
i = Jl 14 u, 


KCPE 
A 





3. On pose k= 


Montrer que pour tout n de N, lu. fi |< klu, m5: | En déduire que la suite U converge 


rs V2. 
_ 


4, Montrer que pour tout n de N, 0< = BA 
u, —V2 


En déduire que la suite (u,,) est croissante et que la suite (x,,., est décroissante. 
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5. Application : calculer les premiers termes de la suite U et établir les encadrements suivants 


de dore Lee © 22 at : 


"B à 


a en 


10 
a n ‘ . : . > . 
Pour tout entier naturel n, on pose u, = ra On définit ainsi une suite (u, )pen - 
2 


1. Prouver, pour tout entier naturel n non nul, l'équivalence suivante : 


10 
u, <0,95u, si et seulement si (1+2) < 1,9. 
n 


10 
2. On considère la fonction f définie sur [1 ;+0{ par f(x)= (1+4) i 
X 


a. Etudier le sens de variation et la limite en + de la fonction f. 
b. Montrer qu'il existe dans l'intervalle [1;+{ un unique nombre réel & tel que f(æ)=1,9. 


c. Déterminer l'entier naturel m tel que m -1<a <m. 
10 
d. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 16, ona: | +) <1,9. 
n 


3. a. Déterminer le sens de variation de la suite (u,) à partir du rang 16. 


b. Que peut-on en déduire pour la suite ? 
4, En utilisant un raisonnement par récurrence, prouver, pour tout entier naturel n supérieur 


ou égal à 16, l'encadrement : 0 <u, <0,95"%%,.En déduire la limite de la suite (u, Les. 


Dre 


On considère les suites (U, ) et (V.) définies par : 
u =2 et pour tout nEÏN, v, Sel et v D Re) 
ui 


1) Calculer V}, U}, V} , U, et V,. Donner les résultats sous form de fraction irréductibles. 


2) A l’aide de la calculatrice, donner un tableau de valeurs décimales approchées de u_etv,, 
pour n variant de 1 à 4. 
3) Démontrer que les suites (U, ) et(V )sont majorées par 2 et minorées par 1. 


ii 
4) Montrer que pour tout nE IN;u -V 1 == (1) 
Au EN.) 
5) Montrer que pour tout nE IN u, 2v. 
6) Montrer que (U, ) est décroissante et (V, ) croissante. 


7) Montrer que pour tout n € IN u, —v, <1et en déduire que (u,—v )<u —v,. (2) 
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1 si ; 
Ai g -v_) (on pourra utiliser les relations (1) 


et (2)) En déduire que pour tout n € INu -v < EN 


n 


8) Montrer que pour tout nE IN; u -v 


9) Montrer que les suites (U) et (V,) sont adjacentes et donner leur limite commune I Une 


suite convergente de nombres rationnels a-t-elle forcément pour limite un nombre rationnel? 


3 SE PERFECTIONNER 


1. Montrer que pour tout réel x positif ou nul et pour tout entier n positif ou nul, on a 
(1+x) >1+nx. 


2. Soit la suite u, al, Calculer les valeurs de un pour n=1, 2, 3, 10, 100 .Que remarquez 
n 


VOUS ? 





. . u ï . . . 
3. En utilisant le 1., montrer que pour tout n>0, on a —= > 2. En déduire le sens de variation 
u 


n+1 


de U, et que u, < 





gai 


4, Quelle est la limite de un quand n tend vers +0, 


y SE PERFECTIONNER 


On considère les suites u et u définies par : 


[x= v, =V2 


$ u, +v,  pourtoutneIN et u +V2v pour toutn e IN 
| Unt = 2 Vs TR SIN ES : 5 
t 15:42 


à 1) On définit la suite (W, Jun par: Wi TY Ui 
Montrer que la suite (wn) est géométrique de raison ~ 2. 


2) Montrer que pour tout n€ IN , Un>vn. 
3) Montrer que la suite v est décroissante et que la suite u est croissante. 
4) En déduire que u et v sont convergente et ont même limite. 


p SE PERFECTIONNER 
I) La suite (un) est définie par : 


i 
=1pour toutn € IN,u_.=—-/1+u°. 
u, p n+1 2 n 
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1) Prouver par récurrence que, pour tout n dans IN, 0< WSL 


2) Prouver par récurrence que, pour tout n dans IN, u, <u.. 


3) Prouver que la suite (un) est convergente. On note L la limite. 


V3 


4) Prouver que L= FN 


IT) La suite (vn) vérifie les deux propriété suivantes : 
(P1) : Pour tout n dans IN. 0<v <1. 


(P2) : Pour tout n dans IN, V, SV,» 


Prouver que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. 


p SE PERFECTIONNER 


Pour n21, on considère le polynôme P (X)=X" +X" +..+X-—1. 


1) Démontrer que Pn possède une seule racine dans IR*, que l’on note un. 
2) Démontrer que la suite (un) est décroissante, et en déduire qu’elle converge. 


3) Démontrer que, pour tout n21, u, >=. 


4) Démontrer que (un) converge vers 4. 


y SE PERFECTIONNER 


Soit f la fonction définie sur IR: par f(x) = zi 


x? 





On considère la suite (u,) définie sur IN par u, = Let pour toutn € IN; ta =f(u,). 
2 


1. On admet que le tableau de variations de f est le suivant : 





a) Tracer la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (oij) du plan. 


(H= [=+ cm) 


b) Placer sur l’axe des abscisses les trois premiers termes de la suite (u,). 
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c) Que peut on conjecturer concernant la monotonie et la convergence de (u,) ? 
1 
2. a) Montrer que pour tout n de IN, ona: z su xl 


b) Etudier la monotonie de la suite (u,), en déduire qu'elle est convergente et calculer sa 
limite. 


3. a) Montrer que pour tout n de IN,ona:0<1-",,< (1 -u,)-. 


b) En déduire que pour tout n de IN, on a: 0<1-u LÉ ; puis retrouver la limite de (u, ) 
1245 


4, Pour tout n de IN*, on pose : S, = Su, et y, es. 
k=] n 


a) Montrer que pour tout n de IN*,ona:, -(E + Y Sr: 
3 n 


b) Déterminer alors lim v,. 


n—>+0 


y SUR LE CHEMIN DU BAC 


On considère les deux suites (4,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n, par : 


Up =3 Vo = 4 
et 
u, +V _ tu 


u = y = 
n+1 +] 
2 i 2 





L Calculer “i= 17%", 


2. Soit la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par w, =v, -u,. 
; ; z PTA , l 
a. Montrer que la suite (w,) est une suite géométrique de raison T 


b. Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite (w,). 
3. Après avoir étudié le sens de variation des suites (u,) et (v,), démontrer que ces deux suites 


sont adjacentes. Que peut-on en déduire ? 
4. On considère à présent la suite (ż,) définie, pour tout entier naturel n, par t, = a N 
a. Démontrer que la suite (ż,) est constante. 


b. En déduire la limite des suites (#4) et (On). 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


On considère les suites (un) et (vn) définies sur N par uo = 3 et les relations : 


U + Vj; 





Unt] = 


7 
et v, =— 
u 


n 
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1. Calculer vo, u1, V1, U2, V2, u3 et v3. Donner l'approximation de ug et v3 lue sur la calculatrice. 
2. Justifier par récurrence que pour tout n de IN, u:> 0 et va> 0. 
3. a. Démontrer que quel que soit n de IN, (u, +v, Y -28={u,-v, ) . 
b. En déduire que tpai -v,.: saili u, — V, y ; 
4U 
c. Conclure que quel que soitn on a ,-v, 20. 
4. En s'aidant de la question 3. c., prouver que la suite (un) est décroissante et que la suite (vn) 


est croissante. 


7 ; 21 
5. a. Démontrer que quel que soit n de IN*, u, > =: 


7. LA 7 f LA l 
b. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que u, -vı < a u, — V, Ÿ 





c. En déduire, à l'aide d'un raisonnement par récurrence que u -v < 
3 2] 
10" ~ 


d. Déterminer la limite de un - Vn lorsque n tend vers +. 
6. Conclure que les suites (un) et (vn) sont adjacentes et déterminer leur limite commune. 
7. Justifier que uzest une approximation de v7 à 10-7 près. 
8. Proposez une méthode générale pour trouver une valeur approchée de Va où a est un réel 
quelconque positif. 
Cette méthode est celle utilisée par le mathématicien grec Héron (1° siècle) pour déterminer 
une approximation des racines carrées. 


74 SUR LE CHEMIN DU BAC 


On considère deux réels a et b tels que 0< a< b, et les deux suites (un Jet (vn) définies par 


S i 2 u +V 
U, =a j Vo soaa b ; S -s CFE: et Vs = n ; n p 
u V 


n n 





(rappel: un+ı est la moyenne harmonique de u et V, ; V.., est la moyenne arithmétique de u, 


eE v] 


Le but du problème est de montrer que les deux suites sont adjacentes, de trouver leur limite 
commune et d'en déduire des approximations de réels par des rationnels. 


a) Montrer que, pour tout entier naturel n. u, et V, sont strictement positifs. 
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, U, <V.. 
rei 


Pi .En déduire que 
2(x+y) 2 


c) Montrer que, pour tous réels x et y telsque 0<x<y . on a 


4 
| a m < 703 <u] : 
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i | D) 
e) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>0 on a v, -u, < =) (Vai) 


f) En déduire la limite de V —u,. 

g) Montrer que les suites (Uun Jet (vn), sont adjacentes. 

h) Montrer que pour toute entier naturel n. le produit u,„-V,„est constant En déduire la limite 
des suites suites (un Jet (vn). 


i) Donner alors un encadrement de V6 par deux rationnels au cent millième près. 


——%, Corrigé 


N7 Q-C-M 3; VRAI OU FAUX 
A- Notons P, la proposition :« 1< u, <5 ». 

1) u, =1 et1<1<5 donc P, est vraie. 

2) supposons P, vraie pour un entier p20 : 
alors 1<u, <5. 


Comme f est croissante sur [1;5], on a: 
f(1)<f(u,)<f(5) soit 
2< üa S4 etdonc 1< üa <5.Alors P y est 
vraie. 

3) conclusion : pour tout n de N, 1< u, <5. 
B- Notons P, la proposition :« u, Z u, ». 

T u,=1 t u, =f(u, = f()=2 donc u, 2 u, 
et P, est vraie. 

2) supposons P, vraie pour un entier p20 : 


2 AL. 


alors u,, Z u, 


Comme f est croissante sur [1;5] ,On a: 


F(a ) > f(u, ) soit 


u et donc P, est vraie. 


p+2 2 Up 


3) conclusion : pour tout n de N, u „ 2u 


ea ns Ale 
La suite (u,) est 
donc croissante. 
C- Si u,=5 alors u, =f(u,)=f(5)=4, soit 
u, < u,.Doncla suite (u, ) 
n’est pas croissante. On montre, 
comme ci-dessus, que (u, ) est 
décroissante. 
D- 0< : <1 donc lim =) =0 . Donc si, pour tout 


N—-}+00 


n del, - «(+ alors lim (u,)=2. 


Ua re 
2 n—>+00 








V/ Q-C-M ; VRAI OU FAUX 
2 
(A) Vrai: v, >u, > vź >v„u, SH D>y = de 
2 


| ni 
Donc comme lim u, =+%, 0na lim—==+0, 


n-o N+ u 
n 


(B) Faux : Exemple classique : u, =(-1)" qui est 
bornée par -1 et 1 et qui ne converge pas. 

(C) Faux : Exemple : u, =n? et v, =n. 

(D) Vrai : Reprendre la propriété 5 


V7 Q-C-M; VRAI OUFAUX 






-2 
(un) non nulle, v =—. 
1. Si (un) est convergente, alors (vn) est 
convergente : 
Faux : n'importe quelle suite convergente vers 0 ne 
marche pas, prendre par exemple 1/n. 
2. Si (un) est minorée par 2, alors (vn) est minorée 
par -1: 
Vrai : 
RS | 1 1 2 2 
SRE RS 1 SV. 
5 2 à. 2 u, 
3. Si (un) est décroissante, alors (vn) est croissante : 
a à 2 + —2(u, —U,,;) 


u u u, u 


n+1 n n n+1 


est décroissanté, u Su —0<u -üs le 


ti. 
numérateur est négatif, si le dénominateur est 
positif, soit lorsque la suite (un) n’a que des termes 
positifs, (vn) est décroissante. | 
4, Si (un) est divergente, alors (vn) converge vers 
zéro. 
Faux : une suite peut être divergente sans tendre 


vers l'infini, par exemple u =(-1) diverge, de 


Faux; v -V= ; Si (w) 


n 


même évidemment que v.. 


N/ Q-C-M;FAUX OU FAUX 


U +V u +V/2v 
u, =1,v, =V2,u = Vy =". 
0 0 n+1 2 n+1 147 


a. Vrai : le calcul n’est pas très marrant... 
_u,+42v, u,+v, 





W a =V U, =M 
n+1 n+1 n+1 120 2 
_ Zu, +2V2v. —(1+4V2)u, (ri, 
+ 2(1++V2) 
_(1-vV2)u, +(V2-1v, _ v21 (v -u,) 
2(1+ 2) 2(1+V2) * 


n° 


"A0 * EU * pe à 


b.Vrai:On a w, =w =(V2-1) 2-72) : A 


raison est positive ( V2 &1,414) de même que le 
premier terme, donc w, >0=u, <v.. 


c. Vrai : Au pif, on peut penser que les deux suites 
sont adjacentes puisque w, tend évidemment vers 


0 ; il faut donc que la suite v soit décroissante. 











| 
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n+ n 1 EV2 n 
Lu, +v2v, =v, -V2v, 
1 1+2 


uU. —V W 
n n no <0 


J 1i/2 7 144402 


d. Vrai : les deux suites u et v convergent vers une 
même limite 








Q-C-M; VRAI OUFAUX 


1. Si une suite n'est pas majorée, alors elle tend vers 
+00, FAUX 

La suite (Una) définie par u =(-2) n'est pas 
majorée et n'as pas de limite (cours de première). 


2. Si uie suite est croissante. Alors elle tend vers + 
oo, FAUX 


. LA . 1 . 
La suite définie par u, =—— est croissante et 
n 


converge vers 0. 

3. Si une suite tend vers +0 , alors elle n'est pas 
majorée. VRAI (résultat de la définition) 

4. Si une suite tend vers +o, alors elle est 
croissante. FAUX 


La suite définie par u,=n+2(-1) tend vers +0 
(puisque u, 2n—2) et n’est pas croissante (elle 


A 


décroît d'rang pair à un rang impair) . u,=2 ; 
u,=-1,u,=4,u,=1;u,=6,… 

5. Une suite croissante a toujours une limite. VRAI 
C'esy une limite finie si la suite est majorée et c’est 
+0 si la suite n’est pas majoré. 


6. Une suite géométrique a toujours une limite. 
FAUX 


La suite définie par u, =(-2) est géométrique et 
n'a pas de limite (cours de première). 


\s/ Q-C-M; VRAI OU FAUX 


Partie A: question de cours 

Soit u et v deux suites adjacentes avec u croissante 
et v décroissante. 

Daprès le résultat (2). on a pour tout entier naturel 
HE U, SU, S.. SU SV, <...SvV, <V, 

En conséquence et d'après le résultat (3): 

- La suite u est croissante et majorée par Vvo donc 
converge vers le réel £. 

- La suite v est décroissante et minorée par u,, 


donc converge vers le réel ?’. 





Pour tour entier naturel n. on a: u, =(u, -v,)+v, 
D'après le résultat (1), lim u, —v, =0 ; un passage 
n> 


à la limite dan l'inégalité précédente donne alors: 
t=. 
On a démontré que deux suites adjacentes sont 
convergentes et ont la même limite. 
Partie B 
Pour arriver à faire cet exercice. il faut déjà une idée 
de la réponse ! ! ! 
1. FAUX. 
En effet, considérons la suite u pour tout n par : 
ero 1 

" n+1 
Alors aucun terme de un n'est nul, et u converse 
vers 0. 





Mais v, = re =—2(n +1), donc v diverge vers -0o, 
Un 


2. VRAI 

Si (un) est minorée par 2. alors pour tout entier n. on 
as AU, 

Comme la fonction inverse est décroissante sur 


[2:+c0[ , il vient : LE 

à U 
En multipliant par -2 : -1<v. 
Ainsi (vn) est minorée par -1. 
3. FAUX. 





Soit u la suite définie par : u, = 
n+1 


Cette suite est décroissante (avec aucun terme nul) 


et la suite v définie par v, =- =-2(n+1) est 
n 

décroissante non constante, donc on ne peut pas 

dire qu'elle soit croissante. 

4. FAUX. 

Rappelons qu'une suite est divergente si elle n'est 

pas convergente. 

Donc soit elle tend vers +% . 

limite. 

Pour construire un contre-exemple, il suffit de 

trouver une suite (un) qui diverge mais sans tendre 

vers l'infini. 

Parexemple: u, =—2(-1) donc v. =(-1)'. 

Comme la suite de tenue général (-1)" diverge alors 

u et v divergent. 

Preuve de la divergence de la suite de terme général 

(1j: 

Raisonnons par l'absurde et supposons que cette 

suite converge vers un réel Z. 

Alors tout intervalle ouvert centré en 1 contient 

tous les tennes (-1 )" à partir d’un certain rang. 


soit elle n'a pas de 


— My Corrigé 
Ainsi il existe un rang N à partir duquel on aura: 


(-1)' € Le Si CaL 
À vu, 2 2 2 
1 1 
= —(—-1) —-=<-L<—--(-1) 
C1) 3 E 


< {n + six {z — 1») 


(-1) -2< £<(-1) += 


Mais si n pair. (-1}" =1, donc l'encadrement donne 


u, =0 
üi =./4+3u, , pour toutn e N 


Illustration graphique de la suite : 
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Conjecture: | La suit í Un) est croissante, majorée par 
4 et elle converge vers 4. 


Réponses : 
1. a) Montrons par récurrence que pour tout n de 


IN, O£<u <4. 

e Pourn=0, 0<u, =0<4 

e Pour n 2 0, supposons que 0<u <4 et 
montrons que Ü<u,,, <4 

En effet : 0< u, <4=0<3u, <12=4<4+3u <16 


= V4<,/4+3u. < 16 


—0<2<u.,<4 
Ainsi V n e IN, 0<u, <4. 


b) u,,, —u, =4+3u, ui =(1+u,)(4-u,)>0 
>0 caru,20 >0 car u, <4 
> du >u; => Uai > U, (u, > 0) 


=> (u, Jest strictement croissante 





| 
| 
{ j 

i u, u3 f 





c) (u, ) est croissante et majorée par 4 donc (u, ) est 
convergente. Soit / la limite de (u, ) 


(u, ) converge vers £ e [0,4] 


ü = E(u 4, 
avec f(x)=V4+3x xe |) 


, 4 
f est continue sur |) donc en Z 


= A E 
=> V4+34 =£, avec Le[0,4] 
S l -31-4=0 


< { =-1 ou {=-4 > 1=4 
—r 


à rejeter 
2. Autre procédé de convergence : 


a) 4-u,, =4-4/4+3u, 


12-3u, 3(4-u,) 
"A 4+3u, _4+/4+3u, 


Or u, 20 ./4+3u 22 


> 4+,/4+3u, 26 —"—<" 


4+,/4+3u 


3(4— 
> 4-u , = ——— ( u) 


A 4+ J4+3u, 6 
b) 


4— Upa S <=(4- u, ), pour tout k de IN 


<— “(4 u )=5(4-u 


n 


Pour k = 0, 0<4- u, <5(4- u, ) 
Pour k= 1,0<4-u, <=(4-u,) 


Pour k=2,0<4-u, <-(4-u,) 


Pour k =n - 1, 0<4— u, 


>}. 
<—(4-u,,) 

E2 

On fait le produit terme à terme et 

on simplifie on aura 


pN T'Y 
0O<4-u <| = | (4-u. }=4x| — 
0<4-u, <ax| +] 

2 


ES 
N0 


= (u, ) converge et limu, =4 











\8/ APPLIQUER 


A) An+ı milieu du segment [AnBn] et B::1 barycentre 
de {(4», 1) ; (Bn, 2)}. 
+: 


B2 
a E o LE —#© ————— fe —  —— 
A0 4142 BI BO 


Même quand n n'est pas très grand, les suites de 

points convergent vers un point qui semble être à 

peu près au milieu de [A2B2]. 

2. On a dans ce repère les abscisses suivantes : 

u, =0 et v, =12. 

Si un et vn sont les abscisses des points An et Bn, on a 
UAV 


nl 


car An+1 est le milieu de [An, Bn] et 





LOU HAN, U FZV. 
eu taire honte 
1+2 3 
barycentre de {(4,, 1) ; (Bn, 2)}. 
B) 1. wi =v; -u >W a Vau 


car Bn est le 


n+1 
TFV À EN 

D3 2 

DU FN aN Ne h 

RE 

donc w, est une suite géométrique de raison 1/6, 


donc convergente vers 0. Tous ses termes sont 














positifs car w, = de : 
“RE à 
+V —2 — 
k ii se PP “y. >0 donc 
2 2 2 


{u,) est croissante ; 


U “+2V -3v 1 | 
m1 Va +. et ie <0 donc la suite 


{v,) est décroissante. 
3. Comme w,>0, on a u <v, donc u, est 


croissante majorée, v, décroissante minorée, les 
suites (ur) et (vn) sont convergentes et sont 
adjacentes car limw, =0 ; elles ont donc la même 
n> 

limite. 
Un +Va „3Un +2V, 

2 3 
=u, +V, +U, +2v, =2u, +3v, =t, 


4. t,,, =2u 





+3V,., =2 


n+1 


=.= tį =2u, +3v, =36 
C) Comme u, et v, tendent vers la même limite 1, 
en remplaçant dans tron a: 


t, =2u, +3v, =36-> 214 31-51-36 1-2. 


V7 APPLIQUER 


Soit f définie sur l'intervalle [0 ; 2] par f(x) = = — , 
X+ 





L FO E >0 donc f est croissante; 
(x+1) 


3 
f(1)=—s1 
(=> 


et fG)=2<2 donc si xe[1;2|, f(x) ef[1;2]. 





G 05 f 1,5 2 


2. a. Visiblement la suite un est croissante, et 
converge vers le point d'intersection entre la courbe 
de f et la droite (y = x), soit environ 1,6 ; de même v, 
semble décroissante et converger vers le même 
point. 
b. Pour n=0, on a v,=2 qui est bien dans 
l'intervalle [1; 2]; par ailleurs si 1<v, <2 alors 
comme f est croissante, 
JSE JC} 1<v,.. <2 ; 

la propriété est toujours vraie. 

x 5 : ; 
De même on a v; =f(2) PaF V, ; par ailleurs si 
etc. 


Vaa SV DEV. JS) Vay Sv 


n+1 n+1 ? 


Remarquez que c'est v, =f(2) -2< V, qui entraîne 


tous les autres termes derrière avec la complicité de 
la croissance de f. Pour u, c’est pratiquement 


pareil, sauf que u, =f(u,)= : > u, et donc, etc. 


c. On n'échappe pas au calcul : 
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20 +1 20 F1 
Vatt Zum à w 
A i A a 








_ AN a a a a A a a Sl 
(v, +1)(u, +1) 
Vi TU, 
(v, +1)(u, +1) 


Via: estdu signede v, —Ù ; 


comme v,-u,=2-1>0, par récurrence on a 


1 
<— et 
2 





v= 20; ona v >v +152 


n 


pareil pour u, donc 


e: Z (v, -u,)= «6, —u, ). 
d. Encore une récurrence : 


0 
Mu =2-1=1<[7) =1; grâce à la relation 
4 


Veni U 


n+1 


précédente on a évidemment 


1 1 1 n 1 n+1 
Vri — Una SV u)< 42) (5 


e. Les suites u, et v, sont adjacentes car 


DEV, u <(2) 
4 


= 0<lim(v, -u,)<0 
= lim(v, -u,)=0 


elles convergent bien vers une même limite a telle 


es a +a=2a+1 





que a =f(a)= 
où + 


& &-a-1=0 


tis 





je ~ 1,618 
= i i 
a, LS, 0618 


La limite est donc la première racine, soit 


_1+45 


1 


2 
S’ENTRAINER 








Illustration graphique de la suite : 


CE Cle le ME de. T AS Cut fe le: At of. Cle fe wr St S in en nt pr te Aie CR ve 2e er. Up AP RE ER ie M D fe ee GS Le ten de et Pt lue us ds um € 





Te D dd ui le a nf le pee en RE LL LR LL LL LL LL LL 7 
GAUS D ds e mn D G PE Dex x a) 
De Pair aE ete re a bnp 


mm ny 
D] ph 

f 

Qi 


Conjecture : 
e La suite (u,, ) est croissante et majorée par V2 


e La suite (u,,,)est décroissante et minorée par 
V2 
e La suite (u, ) converge vers V2 


Réponses : 
1. Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 


ona:u 21 etu +42. 
ePourn=0,u =121 et u =1#V2. 
e Pour n 2 0, supposons que u 21 et u, # V2 et 


montrons que u, >1 et u, #2. 


n+1 — 


> 0 





En effet :u, 21=1+u >0= : 
1+u 


n 


=> 1+ lue 





+u 


u, +42 >1+u, #1+4V2 
1 1 1 


É ——>© > — +#1\2-1 
lu. 1402. du 








=> 1+ - +2 >u, #V2 
1+u, 


Ainsi Y n e IN, u, >1etu +42. 


2 Un 2 12 


| u, E 1+u 
(us -V3)(1+u,)=[14 E -VĒ \(1+u,)=(1-v3)(1+u,) 


(au) (1e) (A 6) 


? 
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42-1 
2 


Uai -4/2 Bo 1 
pam- 


Orli ZA 





-2 


EU, 


_V2-1 


LH. 


1 


LEE 2 


V2-1 2-1 2-1 
RS E O 


LE 2 LPU. 


-2|<klu, - V2] 























=> |u 





n+l 


u, „ -V2}<klu, -v2 = 
Pour p = 0, lu, Eu, - V2 
= 1, u, -V2|<klu, -V2 








» EE -vV2| < klu, - V2 





On fait le produit terme à terme 
et on simplifie, on obtient : 


lu, -vV2| <x" |u, -vV2|<k" 
| ES 
V2-1 
lim k” =0 car k e |-1,1[ > (u, ) converge vers V2 
V2 1-2 
CE FU. 
Ui -y2 JE- SE 
u, -afa EN 


On fait le produit terme à terme et on simplifie, on 








obtient : 


(t-42) 
"E He 


ü +42 Ñ (1+u,,)(1+u,) 
— e — 
>0 


A 
Il 
A 
à 


car1+u, >2 et 1+u,,,,22 
e Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 
Uz, < V2 

Pour n = 0, u, =1<4/2 

Pour n 2 0, supposons que u,, <V2 et montrons 


que Uzn+2 < V2 





En effet : 


> DEL. 4/2 <0 


Une — V2 
u, — V2 
= Unz V2 <0= 2 < V2 
Ainsi V n e IN, u,, < V2 


e Montrons que la suite (u,, ) est croissante : 


U,,2 4 V2 


a 2 


> Unz -V2 >u, -42 


=? U;,,,9 > U;, 


<letu...—v2<0 


On montre de même que u, >V2 et que la suite 


(u,,..) est décroissante. 





5 u =1, 4 =1+5=Ž,ų 147, 
2 À — +1 5 
2 
= 1+5 ==, 
+1 
u, =1+ l De D Lo 
4 Aa o eea EA RE ep 
12 29 


Puisque : u, <u, <u, <V2 <u, <u, <u, 


LA al 7. LAS 
> 1<— = <v2< — < — <— 
5° 70 121802 


y S’ENTRAINER 





1.On remplace, on simplifie et on a ce qui est 
demandé : 


ü <0,99ù 
10 10 
aM epg ptl ag 2 
gs 2” n° 2° 





él) Le 
ef | c19[1+}) <1,9 
n n 
1 10 
2. a. LOUE +) ; 
X 
! 9 9 
Pe=10f14+4) (1) -10-5 141) <0 
X X X X 


donc fest décroissante ; 


1 10 
im [1+ à =1” =1. 
X4 x 
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b. f(1)=2" et f décroissante donc f est bijective de 
[1;+0[ vers ]J1;2®]; comme 1,9 est dans cet 
intervalle, il existe bien un unique réel à tel que 
ff&)=L9. 

c.On a f(15)+1,9067 et f(16)+1,8335 d'où 
16-1=15<a<16, 

d. Lorsque x> a, comme f est décroissante, on a: 
f(x)<f(a)=1,9, donc pour tous les n tels que 


10 
n>16>a,ona (1+4) =f(n)<f(16)<f(a)=1,9. 
n 


3.a. D'après ce que nous venons de dire, la suite 
(u, ) est telle que u„„ <0,95u, à partir du rang 16 ; 


comme tous les termes sont évidemment positifs, la 
suite (u,) est décroissante à partir de ce rang. 


b. Décroissante et minorée par 0 donc convergente. 
4. 0<u, <0,95""u,, : on vérifie facilement au rang 
16 car O<u,,<u,,; quand on passe au rang 


suivant, on a 
ü, «0,950 <0,950,95 u,; =0,95 PP, 
CQFD. 


Comme 0,95<1, 0,95" tend vers 0 à l'infini ainsi 
que u, grâce à nos amis les gendarmes. 


Ny S’ENTRAINER 
1) > 


Mty 2+Lu3 
Tag a 
pat ea 
u, 2 
3 4 
pe ee 3,77, 
2 à mi 
8.03 
WE S 
2 
ere 
UT g 
12 
2) 





BE TR 


3) Démontrons, par récurence que, pour tout entier 
natureln,ona 1<u, <2 et 1<v <2. 























Initialisation (ou amorce) la propriété 1<u, <2 


et 1<v, <2est vraie pour n=0 puisque u,=2 et 
v,=1onabien 1<u <2 et 1<v, <2. 


Hérédité : soit n un entier naturel quelquenque 
mais fixé. 


Si Su S<2 et T1Sv.<2, alors i< z: et 


2s +y, <4 


UAV 
21 et 1£<——— 22 


n+i — 


2>u 





<2 ét 1SV -<2 


+= Un = ni — 

Conclusion: La propriété 1<u, <2 et 1<v, <2 est 
vraie pour n = O et héréditaire à partir de n = O. 
D'après te principe de récurrence, elle est vraie 
pour tout entier naturel n. 














u 
4) Pour toutne IN =——- 
2 W FV 


(u, +v,)*-8 
2(n, +v.) 


2 
Puisque v, =—.2=u .v, 
u 
n 
u, +2u,V, +v 7-8 
Una — Va = 
2(u, +v,) 
2 2 
mN HV, 4e 
2(u, +v,) 
2 2 
_u, +2u,V, +v,°—4u v, 
2(u, +v,) 
2 2 2 
ie DRE N° DL 
n+1 n+1 > 
204) A A 
5) Démontrons, par récurrence que pour tout entier 
naturel n, on a u, >v. 
Initialisaition (ou amorce) : La propriété u, 2v, est 
vraie pour n=0 puisque u, =2et v,=1on a bien: 
Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque mais 


fixé 


2 
: u, +V 
Si u, 2v, alors atv) 


u E = 0 Ua 2 Visa 


n+1 
Conclusion : La propriété u, 2 v. est vraie pour n=0 
et héréditaire à partir de n=0 ; D'après le principe 
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel 
n. 
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6) Pour tout n g IN 
u +V v -u 
TEA n He 2, LEE n n » A 
E = u, = E d'après la 
question précédente, 
M 0 SO, Usi da ate (WU est 
décroissante. 


RT Lis A, x) 
u u tiat, 


n+1 nn n+1 


20, 


n+i — 


Pour tout n EeIN VV = 


comme ù smú S0, u + 
Va ~Va Z0 , Vau Z Vala suite (Vn) est croissante. 
7) La suite (U,) et ee donc pour tout 
entier naturel n. u, <u,, c'est-à-dire u, <2. 
La suite (Vn) est croissante donc pour tout entier 
naturel n, V.2v,v,21 d'où -v <-1; En 
additionnant membre à membre: u, -v, <1. 
On sait déjà que u, -v, >0. Il ne reste plus qua 
multiplier les deux membres de l'inegalité 
précédente par u, —v, : (u, -Vv,) <u, -v. 
2 
` . u zV 
8) Daprès la relation (1). u, -v.. s URI 
2(u, +v.) 
u >1et v, 21 d'où u +v, 22 
se ue 
2Z(u,+v,) 4 
On multiplie les deux membres par (u, -v,)? qui 
WRI 
2(u, +v,) 
né CRAE 
2(u, +v J 2 


Zu +v, ,)24 et 


est positif : < Ft -v )° et en utilisant la 


relation (2): 


Liu „=v JŽ (u, -V,) 


pest-à-dire u ~V 2 Ftu, A) 
Démontrons R que pour tout n eIN 


A a+ 
z 4 


Imitialisation : La propriété u, -v. AS est vraie 


pour n=0 puisque u,-v, =1 et Z= 1. On a bien. : 


Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque mais 
fixé. 





1 1 
Si u,- v, <— , alors Etu, =y) S- et comme 
à 4° 
D -v = Žu, =g) a fortiori 
F 
Baa Van PTT 





. . f LA 1 > 
Conclusion : La propriété u, -v. <—est vraie 
4° 


pour n =0 et héréditaire à partir de n =0; 
D'après le principe de récurrence, elle est vraie pour 
tout entier naturel n. 

9) On sait que la suite (Un) est décroissante et que la 
suite (Vn) est croissante. 


LEA # LA 7 I 
La propriété précédente 0<u,-vV, si et le 
théorème des gendarmes donne lim{u, -v,.)=0. 
+0 


les suites (Un) et(Vn) sont donc adjacentes.Elles 
convergent donc vers le même réel Z. 
Comme u,v, =2, la limite donne /x/=2 d'où 


£= V2. 

Les suites (Un) et(V;:) ont tous leurs termes 
rationnels car les quotients et sommes de nombres 
rationnels sont des rationnels. Leur limite commune 


NE est irrationnelle, 


NA SE PERFECTIONNER 


1. Par récurrence : pour n = 0, 

(1+x) >1+0xe12>1 : ok. 

On suppose que (1+x) >1+nx et on multiplie tout 
par 1+x : 

(1+x) 2(1+x)(1+nx)=1+x+nx+nx 
=1+(n+1)x+nx>1+{(n+1)x 

La suite semble décroître et tendre vers 0. 

u, n (n r 1j n! (n 4 y" 

a aneti arial. n° 


n+1) 5 à 
(ea 
n n n 
On applique l'inégalité du 1. avec LT : 
n 


3. 





u 





(1+4) >1+n222,.CQFD. 
n n 


Tous les termes de la suite sont positifs évidemment 





u L | 
donc i SJEL “ni s541, la suite est bien 


Un u, 
décroissante. 
; dei 
Par récurrence on a u,=1<——=-=1; puis 
2 1 
u 1 1 Ee 1 
u. S et <- Ua <=u, S RTE 
ü, 2 2 2 2 2 


n 


4. Comme = tend vers 0 lorsque n tend vers 


l'infini, et que uu, 20, ona limu, =0. 


n+ 
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Ny SE PERFECTIONNER 





. — PE = n n 
ON a: U=t, v,=V2, Ua = et 


y 2 N +V2v., 
mi E 


1) Pour tout n, on pose w, =V, -u, 


pour tout n. 


u, a D Sas 





Pour tout n, Wmi = Vna ~ Una — a T > 
_ 2u, +2V2v, -(1+V2)u, +(1+4V2)v, 

à 2(1+V2) 

_(1-V2)u, +(V2-1)v, 

K ERE 

CU pe Eu a 

€ Aasa) te) 


wW T 2L 
n+1 ATEN) n° 

On en deduit que la suite (w.) est géométrique de 

21 E e E 
21+V2) 2 2-1 2 
et de premier terme Wọ = Vo — Uo = V2 — 1. 
2) Montrons par récurence que, pour tout n: 
v =u 20 (Hn). 

Vo —U = ÿ2 =1>0 donc l'hypothèse (Hn) est vraie 
pour n=0. 
Supposons qie H, soit vraie pour un entier n donc 
que y -uü 0! 





raison 4 = 


\2-1 


Alors : Vea ia Wu TT. pe NY 
1 1 1 2(1+ V2) 


V2-1 
"2142 


3 
récurrence, Va ~U, Z0 et q=>-v2>0. 


—U,)>0 car l'hypothèse de 


Par conséquent pour tout n, u, <V,. 
3) Montrons que la suite v est décroissante : 
u, +V2v, 
v = TE FRET = A 
Lu, +2, -v,-V2v, u,-v, 
É 1+V2 1+ A 
En effet: =u, -v <0 d'après la question 


précédente. Par conséquent, la suite v est 
décroissante. 
Montrons de même que la suite u est croissante : 


Pour tout n, Va- 

















gi D... mu "D n 
Pour tout n, Ug -u, = : u, = >0 


d’après la question précédente. On en déduit que la 
suite u est décroissante. 
4) Montrons que lim(v, -u )=0. 

n 0 0 2(1 s > 


Or, —-1< v2- L ———+<1 donc lim v2- 1 =0. Par 
21242) is 2(1+2 


ip lim(v, -u,)=0. 
n> 


U est croissante, v est décroissante, et 
lim(v,-u,)=0: u et v sont adjacentes, donc 
n—>+20 


convergentes et elles ont même limite. 


Ny SE PERFECTIONNER 


I) 1) Notons P(n) la propriété « 0<u, <1. » et 
démontrons par récurrence que la propréité P(n) 
est vraie pour toutn e IN. 

Puisque u, =1, on a bien 0<u, <1. Ce qui achève 
la phase Initialisation. 

Supposons mainrtenant que pour un entier 

k e IN fixé. La propriété P(k) soit vraie c'est-à-dire 
EE RC 

On écrit successivement : 

0<u, <1, puis par croissance de la fonction carré 


sur [0,+0[, O<u;<1 donc 1<1+u, <2puis par 


croissance de la fonction racine sur [0,+|, 
V1 <,/1+u? <42 donc SEERNE: <=? 


c'est-à-dire Ssu <= 2 .Puisque <= et = V2<2, 


on conclut donc que Ü<u,., <1, ce qui achève la 


phase d’héridité et la démonstration par récurrence. 
La propriété P(n) est donc vraie pour tout n € IN. 
2) Notons P(n) la propriété «u „<u, » et 


démontrons par récurrence que la propriété P(n) 
est vraie pour tout n € IN. 


2 


2 
On calcul u, => 1+u, na, pour s'assuer que 


u, <u,- Ce qui achève la phase Initialisation. 


Supposons maintenant que pour un entier k e IN 
fixé. La propriété P(k) soit vraie c’est-à-dire 
Uk SU 


On écrit successivement : 
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U,., <u, , puis par croissance de la fonction carré 


k+1 œ 
sur [0,+0[, u,, Suk donc 1+uf,, <1+uf puis par 


croissance de la fonction racine sur [0,+«|, 


ETN <S firu 


2 2 
Y1+u,,, Sy1+u, donc 


cest-à-dire u,., <u,. 
Puisque <= et V2 <2, on conclut donc que 


<u, <1n ce qui achève la phase d'héridité et la 
demonstration par récurrence. 

La propriété P(n) est donc vraie pour tout n E IN. 

3) Puisque la suite (un) est décroissante (question 
2) et minorée par 0 (questioni] , elle est 
convergente. 

Notons L sa limite. 

4) Puisque pour tout n e IN, u, =f(u.), avec 


AoT ; i 

f+ + 1+x?, puisque f est continue sur IR, comme 

composée des fonctions carrée, affine te 1+t, 
. . LA . 1 . . 

racine et linéaire ii T et puisque la suite (un) 


est convergente, sa limite L doit vérifier L= f(L). 
Puisque pour tout n € IN on a u, 20, on doit avoir 


L>0. 
Pour L20, on a les équivalence suivantes: 


L-e L= VI+ 


SAP =L, 


lz 3 
SL=-,|--— 
3 3 


NH) Puisque la suite (vn) est croissante (propriété 
(P:)) est majorée par 1 (propriété (P2)), elle est 
donc convergente. 

Puisque pour tout neIN , v „=f(v,), où la 
fonction f est celle de la question 1)4), la limite A de 
(w-) est également positive et vérifie également 


V3 


La suite (un) est décroissante, la suite (vn) est 
croissante, Puisque les limites des suites (un) et (vn) 
sont fines, on peut écrire 

Em(v, -u,)= lim v, - lim u, 


V3 V3 
3 ‘3 


Les deux suites (un) et (vn) vérifient donc les trois 
ypothèses nous permettant d'affirmer qu’elles sont 
adjacentes. 





NA SE PERFECTIONNER 


1) Pa qui est évidement continue, est également 

strictement croissante sur IR; comme somme de 

fonction strictement croissante sur IR:. De plus, 

P:(0)<0 et limP, =+% , Pa réalise donc une bijection 
+00 

de [0,+c[ sur [P(0),+c[ et comme 0 est élément de 

[P(0), + , il existe un unique u, e[0,+v[ tel que 

P(u, }=0. 

2)Ona 

Pia (u, ) = P, (u, )}+ w 2Ž 0 = Pa (u,) 

Puisque Pa est croissante, on en déduit que 

Ua = Uns z 

3) Remarquons que, xe ]0,1[, ona: 

ets ein 2x-1-x"1 


== 
1-x 1-x 





P (x) = 


En particulier, on a P, G)<0, et donc, puisque P, 


est croissante, on déduit u, > A pour tout n. 


4) Soit pe|1/2,1[, alors pour tout n assez grand, 
d'après l'écriture précédente de P, P(p)>0 
puisque le numérateur converge vers 2p—-1>0. 
Ainsi, toujours par croissnce de (P;), il existe un no 


e IN tel que pour tout n>n,0n a: Eu, <p 


Ceci prouve exactement que (un ) converge vers1/2. 


N7 SE PERFECTIONNER 


1. a)etb) 


em n ES Ole ARE de aaae 


ee aaa 
fo mt lue ut nan ati ge mme mme mem 


nzerssensen ns 


R 
E, 
y 


Kua 





T, E ue ms om | 


— on meae eae e e e e — Á 


E A A dde me E ES 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
l 
{ 
| 
I 


c) (u,) est croissante et elle converge vers 1. 


2. a) Montrons par récurrence que, pour tout n de 


IN, on a: = Su, <1. 
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e Pourn =0, ei. = <1 


N 


1 
e Pourn20, supposons que 3 <u: <l. et 
montrons que 5 SU STE 


1 l 
En effet : à <u, <1 etfest strictement croissante 


sur [0, 1] = (2) <f(u,)<f(1) 





E ét u <1,ainsi Y n e IN, Len. <1 
E 5 2 
2u uiau roux, lu) 
b u -U = n =i Re St) 
) n+1 n 1+u ? n 1+u ? 1+u ? 


=> (u, ) est croissante 
De plus on a (u,) est majorée par 1 donc elle est 
convergente 


Soit {= lim u,, -<{<1 


N | + 


u,,, =f(u,) etf est continue sur IR donc en / 
>f(4)= 2 
= { =0ou £ =1,or $</<1 


= { =1 
3. a) Montrons que, pour tout n de IN, 


Ets ds SE (1- u,) 





2 
Da e u di 


n+1 E 











LU OT PUR Tr 
Or Len <1—=0<t-u, zt TEN z wi 
2 2 2° 14u" 5 
= 0< a gi 
ltu” 5 
I-n; 2 
de e e ET x(1-u,)<=(1-u,) 


b) VkEeIN, 0<1-u,; < “(1- üş) 
Pour k= 0, 0<1-u, <ź(1- u, ) 


Pour k= 1, 0<1-u, <Ź(1-u,) 


Pourk=n-1, 0<1-u < L(1- ua) 





On fait le produit membre à membre et on simplifie, 


on obtient : 0<1-u, (2) (1-u,) 
> 0<1-u <ix[ž) 
2 LS 


im [2 =0 = limu, =1, 


k k 
4, a) E E E z m, 1-3(à) Sue 1 
219 2\5 
k n n 
5. 3% 1-42) su eya 
k=1 k=1 k=1 
DIE dj eJm an 
k=1 k=1 
1_[2 
hr 
=> fx s2 u sn 
sl aea € 
5 


b) Ta 1-2) saei Vie iN* 
5 n 


AD. 


c) = limv, =1. 


NA SE PERFECTIONNER 























u =3 Vi = 4 
u +v, et Ua +V, 
Uia = Vin 
2 2 
ER a LORS re 
1 2 2 2 4 
ie ie. P E o i -99 
2 8 2 16 
2.a 
De Mae E 
Wia = Vo T Uni E Emi me 
LRU UE 
BRL 2 a UE E 
2 2 4 4 
1 1 
b. wW,=v,-u, =4-3=1 donc w, pen ; Sa 


limite est évidemment 0. 
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U,,, —U 
3.0n a vu que —*=—= =w „>00 donc u, est 
2 


croissante; par ailleurs w,=v.-u, >0 donc 


3 . fi 1 
u, >v, ;enfin V,,-v, =—u 


n er PL" 
2 2 
1 1 u. +v 1 
=—(u_ , —-V )=-(———-v_ )=-{(u —-v )<0 
=. n+1 a 7 2 n Fa n À 


donc v, est décroissante. 
H reste à montrer que lim{(u —-v }=0 or c'est 
n> 


mustement la limite de w, . Les suites (u,) et (v,) 
convergent donc vers la même limite (inconnue 
pour l'instant...). 


4 a. biz _ Uit T ŽV in -4 U, z +2 rs Va ) 


3 3 


1A A HV: EN 1 
+——— +v, |[==(u, +2v,)=t,. 
| 2 2 j 3 





1 7 
On a donc t, Sn PS 
5. Les suites (u,) et (v.) ont même limite / donc à 


“infini, en remplaçant dans t, : -= Za +21) =1 == 


SE PERFECTIONNER 


332 
us ED. SA y 19... 
, T > = E Ns 


2 3 + ke 





3 
ar 


8 21 
u +v; 3 8 64+63 127. 
PNR: Ti Gun HS NI 
Ee "#4, 

Aa Ga” 

48 
127 , 336 

EU NV... aB 127. 52207 
DS, n a |. 1249 
7° "7. 85344 


Dan 32257 32257 
12192 

E semble que les suites tendent vers 2,64575... et 

que la convergence soit très rapide. 

2 Pa: Un> 0 et v> 0. 

Ps: uo = 3 > 0 et vo = 7/3 > 0 : Po est vérifiée. 





z 2,64575 ; 








x 2,64575. 








| u Fy, ) 
Supposons P, vraie : u 4 = à > 0 puisque un et 


Vn Sont positifs, et bien sûr il en résulte que 





= z > 0 On a bien, quel que soit n de N, un> 0 


n+1 
n+1 


et va> 0. 
3.a; (u,+v,) -28=(u,-v,) 


e (u +v) -(u,-v,)-=28 


<> 22u v.]=28e uv = 7v. M 
u 


n 














3 2 
3. b. ee. (u, —v,) Ft (u, +v,) -28) 
2 
Fi dt 7 
Un 4 
1 7 
se -7)= Uaa u E U4 Vy 


n+1 n+1 

3.c. De l'égalité précédente, on conclut que u::1- 
vnuest strictement positif quel que soit n, c'est-à- 
dire en remplaçant n+1 par n, on a us - Vn positif 


pourn >21. Il faut vérifier que l'inégalité est aussi 
vraie pourn=0:u,-v, -3-7-5>0 . On a bien un 


- V> 0 ou encore u:> Vn. 





car Vn — Un< 0; 

Rs —— 7 i 7 AE Su) 
7 ” AN a 
n+ n u 


V >0 car Uh:1 — Un< 


n+1 Un Unet Un 
0 et u,> 0 quel que soit n. La suite (un) est bien 
décroissante et la suite (vn) est croissante. 


5. a. On sait que w:> Vn or la suite v, est croissante, 








21 
donc v> V1, on a donc : u, >v, >V; e 
5. b. Par équivalence : 
1 2 
Waa Sse y 
n+1 n+1 T n a) 
= EA EEE j 
4u 10 ; 
E >10 >U ss 
4u 10 2 


n+1 
LEL S à : 

Or on sait que u, > a > 3 d'où le résultat. 

5.c. On veut montrer par récurrence la propriété P;;: 


1 
u. —V_ <———, 
n n 1077 
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2 
Vérifions Po: ú) -V =—<——=1,0k. 
s mw 
Démontrons P,:1 : 


2 
U W z2 (u s Va . 
n+i n+1 10 n n 10 10? LA 





POUR RU EE 
10 (Lo l 10 10-22 


1 1 


10x10 2x102 107” 


à d On a SUV S et on sait que 


1 0? -1 





lim — = 0, donc lim(u, -v,)=0 (gendarmes). 


N—>+00 10° = 
6. Les suites (un) et (vn) sont adjacentes, elles sont 
donc convergentes vers la même limite à. Celle-ci 





vérifie la relation lim v, = el -e rara 


no lim u, 
or 1>0 
donc 1=+4/7. 
1 1 y PN. 
7. ú -V <——=——=10" : la rapidité de la 
10/1 10 


convergence est impressionnante puisqu'à chaque 


itération on gagne un facteur environ 107". En fait 
on double le nombre de décimales à chaque coup... 
On se trouve en présence d'une convergence dite 
quadratique. 

8. Pour trouver va, il suffit de faire la même chose 


u, +V, a : : 
avec: u= 5 et v, =— puisque si (un) et 
u 


n 





(Vn) sont adjacentes, elles ont même limite 1 telle 
a i " — 
que ET & l* =a. Les démonstrations précédentes 


peuvent se faire de manière identique, ça marche 
bien. 


vy SUR LE CHEMIN DU BAC 


a) Soit (Pn )la propriété : un et vn , sont strictement 
positifs; (Po) vraie ; supposons ( Pn) vraie et 
montrons que (Pn+1) est vraie : uo>0 et v,:>0, donc 


2 ur 
Ds DE MT Bd CV Se, donc pour 
+ — 
U V 


n n 


tout entier n on a Un et Vn sont trictement positifs. 








CAES TEA 





u = 
n+1 n+1 
2 i E a A 


eh, -nT 








Au +v,) 2u, tv) 
ét donc v <ua sétd'oû, Vi 0 <v. 
c) On a 2x>0 ; d'où 0<y-x<y+x d'où 7 A 
x+y 
d'où ——Ÿ LE 
2(x+y) 2 
Ainsi Voam TUTE DAN 1. 4 


sb 2(u,+v.) 2 


Soit (Pa)la propriété: v,-u, «(;) (va-t); (P1) 


vraie : supposons (Pn) vraie et montrons que (P;:1) 


est vraie : 
1 1 1 n 1 n+i 
Vo Un sa mi <32) (Vo -u)= (5) (vo =u) 


donc (Pn) vraie pour tout entier n n>1 . f) Comme 
0<1/2<1,on a lim 3) =0. Donc, par le théorème 


des gendarmes, on obtient lim(v, -u )=0. 

g) La suite (un) est croissante : 

Mu). o 
u +. 


et la suite (vn) est 


u— v 
—V._ = ; = W>0 : et comme 


n+1 n 





décroissante : v 


lim(v,-u,)=0, donc ces deux suites sont 
n+ 


adjacentes. 
2U V. U +y 
h) di Vius E E Un Vn = UoVo = ab, 
D #4 Lo 2 
donc le produit est constant, Comme les suites sont 
adjacentes. Elles convegent vers la même limite £ et 


ona limuv. =/?=ab et donc /=Vab. 


N—+00 
i) On pose a = 2 et t' = 3 les suites (un)et(vn ) 
convergent vers V6 ; on calcule donc les premiers 
termes de la suite et dès que la différence (v, -u.) 


est inférieur à 10° on a u=% et v=; 
120 49 11760 4801 
u==— et v,=—; u,=——— et v= 
49 20 9602 1960 


v, —u, <10” donc e pa SLA 
4801 1960 
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Dérivabilité 


I) Résumé du cours 

À) Dérivée d’une fonction composée 
= Si u est une fonction dérivable en x, etf une fonction dérivable en u( x), alors la fonction 
fo u est dérivable en x, et: (fou)'(x,)= f'(u(x;,))xu'(x;) 
= Siu est une fonction dérivable sur un intervalle I etf une fonction dérivable sur u(I), alors 
la fonction fo u est dérivable sur I eton a : ( f ou)'(x) = f'(u (x)) xu'(x) , pour tout réel x de I. 


B) Théorème des accroissements finis 
= Théorème 1 : (théorème de Rolle) 
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné |a, b] et vérifiant : f(a) = f(b) 

Si f est dérivable sur]a, b[ alors il existe au moins un élément xo de Ja, b] tel que f (xo) = 0 
= Théorème 2 : (théorème des accroissements finis) 

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] 

Si f est dérivable sur]a, b[ alors il existe au moins un élément x de ļa, b[ tel que 

| f(b) - f(a) 
RE ba 

= Théorème3: 
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b], dérivable sur]a, b[ 
On suppose qu'il existe deux réels m et M tels que :m < f(x) < M pour x e ]a, b[, on a alors 
m < AD) = <M 
-a 
= Théorème 4: 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I . On suppose qu'il existe un réel k strictement 
positif tel que | f’ (x) | < k pour x e I, on a alors |f(b)- f(a) | < klb - a| pour tous réels a et b de I 
C) Point d’inflexion : 

Soit f une fonction définie sur un domaine D et (Cf) sa courbe représentative dans un repère 
cartésien (o.i, j) du plan 


On dit qu'un point I(a, f(a)) est un point d'inflexion de (Cf) si et seulement si : (Cf) traverse sa 
tangente au point | 

Dans le cas d'une fonction deux fois dérivable en a, I(a, f(a)) est un point d'inflexion de (Cf) si 
et seulement si : f” (x) s’annule en a et change de signe 


Exemple : 
Soit f(x) = x° —6x2+9 
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I(2, - 7) e (Cf) et (T) : y = - 12 x + 17 est la tangente à (Cf) en I 
f(x) - (- 12x + 17) = x°-6x2+12x-8 = (x—2) 
(Cf) est au dessous de (T) sur ]- œ, 2] et (Cf) est au dessus de (T) sur [2, + col 
> 1(2, - 7) est un point d'inflexion de (Cf) 
D) Dérivée et sens de variation 
* Du sens de variation au signe de la dérivée 









Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. (continue sur I , et dérivable sur : 
l'intérieur de I suffit … ) 

e Sif est croissante sur I, alors pourtoutxdel,f’(x)>0 

e Sif est décroissante sur I, alors pour tout x del,f'(x)<0 

e Sif est constante sur I, alors pour tout x de I, f’ (x)=0 


* Du signe de la dérivée au sens de variation 


pe 

4 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 
(continue sur I, et dérivable sur l’intérieur de I 
suffit) 

e Si pour tout x de I, f) > 0, alors f est 

croissante sur I. 

e Si pour tout x de I, f (x) < 0, alors f est 

décroissante sur I. 

e Si pour tout x de I, f (x) = 0, alors f est 

constante sur I. 












à Si la dérivée f ” est strictement 
positive sur I, sauf peut-être en un 
nombre fini de réels où elle 
is’annule, alors f est strictement 
£ croissante sur I. 
f Si la dérivée f est strictement 
| négative sur I, sauf peut-être en un 
nombre fini de réels où elle 
is'annule, alors f est strictement 
- décroissante sur I. 


II) Exercices 


Vieu 


Soit f une fonction définie et dérivable sur ]- 5, + œ[ dont le tableau de variation est le 
suivant : 
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On désigne par (C) la courbe représentative de f 
1) Sur l'intervalle]-5, + œf, l'équation f(x) = - 2 admet: 
a) Une seule solution 
b) Exactement deux solutions 
c) Quatre solutions 
2) Sachant que f’ (2) = 0 l'équation de la tangente à (C) au point d’abscisse 2 est : 
a) y = 4 
b) y =4(x-2) 
c) x=4 





3) sur l'intervalle [-1, 0], la fonction g définie par g(x) = est : 


i 
f(x) 
a) strictement croissante 
b) strictement décroissante 


c) n'est pas monotone 


V VRAI- FAUX (session principale 2012) 


Le plan est muni d'un repère orthonormé. 
Soit f une fonction définie et dérivable sur 


z5 
2 


ne Telle que sa courbe représentative (C) passe 
SSSR par les points A(1, 0) et B(3, 1). Dans la 
figure ci contre on a représenté la courbe 
(C') de la dérivée f’ de la fonction f 
Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la 
réponse 

1) (C) admet une tangente de coefficient directeur - 1 





On ns né. un it dt ut bat dut. due cup 





2) L'aire de la partie hachurée est égale à 1 (Question à traiter plus tard dans le chapitre 
« calcul intégral ») 


l 
3) (C) admet une tangente de coefficient directeur à 


4) Pour tous a et b de [1, 3], on a | f(b) - f(a) | <|b-a| 
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\3/ APPLIQUER 


Dans le graphique ci-dessous cg est la courbe représentative, dans un repère orthonormé 





(O,i,j), d’une fonction ag; dérivable sur IR. 
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cg Possède une asymptote oblique A au voisinage de —o. 
L'axe des abscisses est au dessus de cg sur| -4 + | et son asymptote au voisinage de +0. 


1) Déterminer par une lecture graphique : 
lim g, lim (g(x)+3x), g°8(0), (gg )'(0) et gog([-2,+0[). 


2) Soit f la fonction dérivable sur IR qui s’annule en (-4) et dont la fonction dérivée f ' est la 
fonction g. 
La courbe cf représentative de f possède une branche parabolique de direction celle de 
l'axe des abscisses au voisinage de + et une branche parabolique de direction celle 
de l'axe des ordonnées au voisinage de —o. 


a) Dresser le tableau de variation de f sur IR et donner lim 109) et lim FER)" 


X—+0 X x>- X 


b) Justifier que cf possède un unique point d'inflexion I qu'on précisera l’abscisse. 


Wy APPLIQUER 


La fonction fest définie sur [1, + œ[ par f(x) = 





x2+3 


ds ; i l 
Vérifier que la fonction fest la composée d’une part des fonctions xH} x, x> MI et d'autre 
CT 


l 
part des fonctions x} — et xe x? +3. 
X 
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Calculer la fonction dérivée de f en utilisant le théorème de dérivation des fonctions 
composées en utilisant les deux décompositions. 


\5/ APPLIQUER 


Les fonctions fog et gof sont dérivables sur un intervalle I. préciser I et calculer leur 













dérivée sur cet intervalle. 
1) fix -2x+1 et g:x x2-6x+4 


x+1 
2) f:x 3x? +6 et g: pai 

x+2 
3) f:xmvx et g:xe x2-1 


4) f:xbx° et ais 
x 


\5/ APPLIQUER 


Soit g une fonction dérivable sur |-1,+| qui s’annule en 1 telle que pour tout x>-1, 
i a f 3 LA . 
g'(x)= =] (la fonction dérivée de g), in, g(x)=—% et lim g(x)= 
X x—(-1 X —+00 


1) Dresser le tableau de variation de g et en déduire le signe de g(x) 
2) Dans la figure ci-dessous, on a représenté, dans un repère orthonormé (O,i ,j), la courbe 


© d'une fonction f dérivable sur R ainsi que ses tangentes aux points d’abscisses 0 et 1, 
et ses asymptotes D et A. ù est strictement au dessus de ses asymptotes. 


HE 
BORA MER 
LATE 
D rs 08 aa NE ON P 
PEUR ELE 
AP A A pik p Bal o 


Déterminer g of (0), (g of )'(0), limg of , gof(R.) 
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\/ S’ENTRAINER 


-1 + xsinx 


Soit f la fonction définie sur 10, x] par f(x) = 
1) a) Montrer que f est dérivable sur |0, x] et calculer f’ (x) 


b) Dresser le tableau de variation de f’. En déduire l'existence d'un unique réel x, de ]0, x| 
tel quef"(x,)=0 


c) Donner alors le signe de f’ (x) sur |0, x] 
2) a) Calculer (à) et f” =) En déduire la position du réel x, par rapport à F ainsi que le 


signe def (x,) 


b) Montrer alors que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions p et q sur ]0, x] 


S’ENTRAINER 


On définit la fonction f sur l'intervalle [0, x2] par : f(x) = cos Vx 


D 


1) a) Vérifier que pour tout réel x e [0, n°], f(x) - 1 = -2sin” FE 


b) Démontrer que f est dérivable en zéro et donner f’ (0) 
2) a) Justifier que f est dérivable sur [0, n°] et calculer f’ (x). 
b) Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation. 
3) a) Résoudre dans [0, n°] l'équation : f(x) = 0. 
b) Déterminer une équation de la tangente à la courbe représentant f au point d’abscisse 


T° 
T 
\9/ S’ENTRAINER 
On considère une fonction h définie sur R*, telle que : A(1)=0 et h'(x) = À 
xX 


On pose F(x)=A(x+Vi+x). 


1) Montrer que F est définie, dérivable sur R et calculer F (x) 


2) Montrer que F est une fonction impaire. 
3) Montrer que pour tout x de R, ; F(x)< x. 








— My Chapitre N°3 





T4 S’ENTRAINER 
| ae dt iral re S. 
Soit la suite (u, ) définie par : ug =1 et pour tout n de IN, r a 2 u | 


l 
1. Soit la fonction définie sur [1,2] par f(x) = x + r _ 32 | 


ND | = 


a) Montrer que f est dérivable sur [1,2] et que pour tout x e [1,2[,ona:{f’{x)|< 


l 
b) En déduire que pour tout x de [1,2], (x) - 2] < = - 2] 


2. a) Montrer par récurrence que pour tout n de IN, 1< up <2. 





Wai v2 <ho, š V2]. 


b) Montrer que pour tout n de IN, 





c) En déduire que pour tout n de IN, 


u,- V2 < 2) . Conclure. 


rm 


x—] 
\1+ x° 


On désigne par £ la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (oi, j) 


On définit dans R la fonction f par: f(x) =1+ 


Soit (u, ) la suite définie par la donnée de u, > 1 etpar u, = f(u,),neN. 
1) Démontrer que pour tout nde N, u, >1. 
2) Démontrer que la suite (u, ) est décroissante, en déduire qu’elle est convergente et trouver 


sa limite. 


2 sud LE. 
. (on pourra étudier les variations de 


3) a) Démontrer que pour x de [1,+œ| : 0< f'(x) <s- 


J" SUF |1, +o] ). 


n+l 


b) Déduire pour nde N, ona: —-1+u, < DE +u, ). Retrouver lim (u, ). 
n—}+0 





p SE PERFECTIONNER 


Jx’ —-1+7x+cos7x +1 six >l 


Soit la fonction f :x+ 
xX -x+n TES 
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1) Etudier la continuité de f en 1. 


2) a) Montrer que : Vx>1,ona: f(x)>Vx"-1+7x. 
b) Déduire lim f(x). 
3) a) Justifier la dérivabilité de f sur |l;+of. 
b) Prouver que : Vx>1,ona: f'(x) > 0. 
f@-f® _ 
x—1 
Interpréter géométriquement le résultat obtenu. 
5) Dresser le tableau de variation de f. 
6) L'équation f(x) = 0 possède - t- elle des solutions dans IR. 


7) Soit la fonction h:[0,7]|— IR ; x h(x) = f(3+sin x). 


4) Montrer que lim +00 
xl" 


a) Justifier la dérivabilité de h sur [0,7] et calculer h’{x). 


b) Dresser le tableau de variation de h. 


V4 - x? 


X 





si x €]0, 2] 
Soit f la fonction définie sur ]0,+c[ par f(x) = 
x—— SsixEe]2,+00| 

x 


On note (¢) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O,i, j) du plan. 
1)a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 
b) Calculer lim f(x) et lim f(x)-x. Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 


1)a) Montrer que f est continue en 2. 
b) Etudier la dérivabilité en 2. 


—4 
3) a) Montrer que pour tout x e]0,2] , f'(x) = ——. 
x°V4 — x° 


b) Calculer f'(x) pour x €]2,+00!. 
c) Dresser le tableau de variation de f sur ]0,+c0f. 
d) Tracer (4) ( On précisera les demi tangentes au point d’abscisse 2) 


14 SE PERFECTIONNER 
Soit f la fonction définie sur]- 1, 1[ par f(x) = 1 - us On désigne par ( Cr ) la courbe 


représentative de f dans un repère orthonormé (O,i,j) du plan. (on prendra 2 cm comme 


unité graphique). 





— Ħa Chapitre N°3 





1) Calculer u f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 
x (-1)° x> l 


2) Montrer que pour tout réel x de ] - 1,1 [, f” (x) = era S ; puis dresser le tableau de 
t) i 1 — x? 


(1-x 


variation de f. 
3) a) Ecrire une équation de la tangente A à ( Cf ) au point d’abscisse 0. 


b) Tracer ( Cr) et A dans le repère (Gij): 


4) a) Montrer que l'équation f(x) = x admet dans ] - 1, 1 [ une solution unique a. Vérifier que 
æ € L o| ; 
2 
b) Montrer que pour tout réel x de o J , On a: If (x) < 


83 
z, 


2 
c) En déduire que pour tout x de lot] ,ona: fx)-al< 5, 


— My Corrigé 


SY veu 


1. b) 
2. a) 
3. a) 


V/ VRAI OU FAUX 


Vrai - Faux: 


eil > 
à LR e 


y 


1) Yxe EE (x)>0=f'(xz-T 

=> ( C ) n’admet aucune tangente de coefficient 
directeur - 1 (Faux) 

2) A= [f'Gdx=f(3)-F(1)=1-0=1 

(Vrai) 


3) La droite d'équation y = - coupe 


(C ”) en un point donc il existe un réel c € | tel 


que f'(c)= 5 = ( C ) admet une tangente de 


, À 1 i 
coefficient directeur J (Vrai) 


f est continue sur [1,3] 


Autrement : | = İl existe au 


f est dérivable sur |1,3[ 


moins un réel c e ]1, 3[ tel que 
ppa D1 


=> (C) admet une tangente 
= ME z (C) g 


de coefficient directeur : 


f est dérivable sur [1 3] Théorème des accroissements finies 
> 
vx e[1,3], [f'(x)]|<1 


pour tous réels a et b de [1, 3], on a: 


f(b) -f(a@|<|b-a| (Vrai) 


N7 APPLIQUER 


1°) lim g(x)=[0], lim (g(x)+3x)=[-15], 


g o g(0) = g(-1)=[-2] 











iim 2092 [Jet lim [re] 
X—+0 X x> 
(88) (0-8 0x8 (800) -8"0)xg"(-1=5x2=[1 


et geg([-2,+v[)=8([-3,0[)-1[-3,-11 





f(x) = l gie [1, + co| 


x? + 
cf possède un unique point d'inflexion I “ 
Considérons les fonctions: xex? : xt : 
d’abscisse -2. x43 
h 





£ 
Xx->— et x x2+3 
X 


=> f(x)=vou(x)=ho g(x) 

f(x) =(veu)'(x) =u'(Œ)xv'u(x)) 
I 2x 

mr) 

FE) =(h°g) = 8 )xh (gx) 


A rozze- 








_ ]-- 2x 
(x2+3) (x2+3) 


1. f:xm-2xrlet gi x -61+4 
f og est dérivable sur IR et on a: 
(f°g)'(x)= g'(x)x f'(g(x)) 

= (feg)(x) =(2x-6)x(-2)=-4x+12 


go f est dérivable sur IR et on a: 


— My Corrigé 


(zeA) =r O E 
s% E T 
2 Fws tO et yixes” 





x+2 
f ° g est dérivable sur IR \ {-2} et on a: 


x+1l _ 6(x+1) 
(Fe DT aF Şal (x+2) 


go f est dérivable sur IR et on a: 


(go f)'(x) = 








ET) 
3. fitra et gx x? -l 


X 


r T D 
Ui Te arme, 


go f est dérivable sur IR’, et on a : 


t => 1 x = 
NS 24/x =1 








A figir et ATE 
¥ 
f ° g est dérivable sur IR* et on a: 


EE e ES - 

o Y = 

(f g)'(x) 2 =) FE 
go y est dérivable sur IR*etona: 


O E =)= = 
A X 


`\/ APPLIQUER 






Si- 1<x< 1alors g(x) < g(1) = g(x) <0 
Si x > 1 alors g(x) > g(1) = g(x) > 0 
Si x = 1 alors g(x) = 0 


2) gof(0)=g(1)=0 ; 

(°F) (0)=F(0)xg" MO) =2x8 (1)=2x5 1 
limf=(-1) 

= > limg of = —% 


| lim g = —c 
(1) 


f og est dérivable sur ]- œ, -1[ o ]1, + [ etona: 





gf(R_)=8(-21)- imge 1-0] 


N/ APPLIQUER 


1) a) Yx € ]0,x],onaf(x) = Dro = 


1 + xsinx 
H | 
— + sinx 
X 


[x + 1) est dérivable sur IR* en particulier sur ]0, 
X 


n] 

(x> sinx) est dérivable sur IR en particulier sur ]0, 
T] 

> f est dérivable sur ]0, x] comme étant la somme 
de deux fonctions dérivables 


Eton af’ (x)= + COSX 
X 


b) f” (x) = “2 - sinx < 0 
X 





f’ (q0, x]) = (5-1, + of 


0e poi + o| >il existe x, € ]0, x] tel que 
T 


f'(x,)=0, or f' est strictement décroissante sur ]0, 
T] = X, est unique 


c) 





à) a) [(7]- EET” ra) 4 
2 T 2-5 


FA 4 TI 
rt) £ 0 — <% 
2 TI 2 

ES X, Etf'(xX)20Vxe]0, x,]=fest 


strictement croissante sur ]0, x, ] 





f (J0, x,]) = ]- 0, f 
(x)JJetf (x,)> 00 e]-œ,f (x,)] > il existe p 
e ]0, x, ] tel que f(p) = 0 or f est strictement 


croissante sur ]0, x, | = p est unique 
Exo n] =[-Ż f (x)letf (x,)>0>0e[-}f ( 
T T 


Xo )] > il existe q € [x,, x] tel que f(q) = 0 or f est 
strictement décroissante sur [ x,, x] > q est unique 


Ainsi l'équation f(x) = 0 admet exactement deux 
solutions distinctes p et q dans ]0, x] 


S’ENTRAINER 


f(x) = cos x, Y x € [0, nê]. 
1. a) Pour tout réel x € [0, x°], f(x) = cos Vx = 


cos 23%) E [=-2sin FE => f(x) -1 


= 2sin? =) 
2 
Cos2a = cos?a - sin?a = 2cos?a - 1 = 1 - 2sin?a 


b) lim f(x) - f(0) EN TETRA 


z0 X x—0 


= lim-— x —<# = - 


Dur 


=> f est dérivable à droite en 0 et on f’ (0) = _? 


2. a) f est la composée des fonctions cosinus et 
racine carrée. 

Soit U(x) = Vx, Vxe [O, x°]. 

U est dérivable sur ]0, x°] ; U(]0, x?]) = ]0, x] 

Cosinus est dérivable sur IR en particulier sur ]0, x] 
=> f= cos o U est dérivable sur ]0, x?] et on a: 


f’ (x) =U" (x) x [- sin ( U(x))] = 
EC sin Vx) = - sin Vx ; VXEe ]0, 7°] 


Fr 
Ainsi V x e [0, 77], 


Na 
Iz 
—— St x=0 
2 
b) Six e ]0, x] alors 0 < Vx <r> sin /x > 0 
= f'(X)<0Vxe ]0, r?]. 
O 





si xE 10, x! | 
A E A 





1 

3: a] =0< cos Vx = 0 et Vx € [0, x] © Vx 
T T° 
= —SxX-=— 
2 4 


b) Soit (T) la tangente à la courbe de f au point 
2 


d'abscisse — 
4 


maps ge ou 
:y=f'(—) R- — ns 
j 4 4 4 


l T° l T 
= -—| x-— |=-—x+— 
T 4 T 4 


Remarque : La courbe de f est donnée ci - dessous 
n'est pas demandée mais peut nous donner une idée 
sur le travail qu’on a fait. 


y S’ENTRAINER 


hest une fonction définie sur R*, telle que: 
h(1)=0 et (x) = 1 
X 


(C'est une fonction qu'on va l'étudier plus tard 
appelée fonction logarithme népérien) 


On pose F(s)=h(x+ Vi) 


1. Domaine de définition de F : 
VxelIR 1+x°>x2>0 


> 1+22 vN E = 14% >hxl>-x= x+V1+x2>0 


Puisque h est définie sur R *, 








E Wa Corrigé 


> F(x)= n(x+ ex ) est définie sur IR. 


Domaine de dérivabilité de F : 
U 
x> l+ x) est dérivable et strictement positive 


sur IR > JT est dérivable sur IR 
= (x H x+V1+ x) est dérivable sur IR 


x 


rise) est dérivable sur IR 


B est dérivable sur IR => 


F (IR) c IR. 






F= ho V est dérivable sur IR. 
Talcul de dérivée de F : 
E’ (x) =V" (x) xh" (V(x)) 

2x 1 : 1 


= | L+—r |x ——— = , 
| 2 =— x+V1+2x2 1+ x 
vzel. 

2 ParitédeF: 

Soit H(x) = F(x) +F(-x), V x e IR. 

S est dérivable sur IR (moublier pas de traiter F( - 
zx) comme composée de deux fonctions dérivables 
sur IR) 

H'{x)=F(x)-F'(-x)=0carF'estpaire. 

= H est une constante 

Or H(0) = 2F(0) =2h(1)=0 

=> H(x) = F(x) +F(-x)=0,VxeIR 

= F(-x)=-F(x), VxelRk. 

= Fest une fonction impaire. 

3 Soitxe R.. 


F est dérivable sur [0, x] 





N 


= |F(x) - F(0)| < |x| 





1 
7t e[0,x], F'(x)= <] 
\/1+ x2 
D'après le théorème des accroissements finis) 
= [F(x]<x, Vrxe R.. 


—-Xx<F(X)<x,Vre R.. 





Autrement : 
On aurait pu démontrer l'inégalité précédente par 
une étude de fonction. 


On pose G(x) = F(x) -x,x e R, 
G est dérivable sur IR et on a : G’ (x) =F' (x) -1 


l 
= -1<0 


\/1+ x? 


= G est strictement décroissante sur IR 
=> Si x 2 0 alors G(x) < G(0) = G(x) < 0 > F(x) <x. 


S’ENTRAINER 


1. a) f est une fonction polynôme dérivable sur IR 
en particulier sur [1,2] eton a: 


P(x) =1- = = |) -f< Yx e [1,2] 





f est dérivable sur [1,2] 
b) f'eo<żŻ v x e[1,2] SN Ee Uai 2: 
V2 e[1,2] 
1 
rc) -1(V2) <>}x -v2] 


2. a)Pourn=0, 1<u, ALS 
pour n 2 0, supposons que 1<u,, <2 et montrons 


que 1<u, <2 


RE © D GS GR 1<ntte4n ; 


A ef 


En effet: 1< Uņ <2 et f est strictement croissante 
sur IL 2] I)Sf (tih ) <f(2) 


— ta si 23x2 
4 2 


Ainsi pour tout n de IN, 1<u,, <2. 


b) Pour tout x de [1,2], (x) - V2 <h - V2] 


et 1<un <2 = ff{u,)-1(V2)<lu, -v2 


— Ħa; Corrigé 


1 
E v2 < zl ~= V2] 
c) Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 


E = V2] (3) 


1 0 
-V2-h1-v2<() ; 
Pour n > 0, supposons que u, Vs) et 
ï n+1 
(5) 
U, -V2|<2hu, — 2] et u, j Ja<{2) 
us sf) tie 


lu, - <(>) 
-Ois 


= (ug) convergeet limu, = /2 


NY S’ENTRAINER 


ere. 
1+x° 
Soit (u, ) la suite définie par la donnée de u, >1 et 











montrons que ju 








=> 








 XER 





par u,a =f(u,),neN. 

L'objectif est d'étudier la convergence de suite. 
Essayons tout d'abord de faire une étude graphique 
pour prendre une idée sur la convergence de la 
suite. 

1. Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 
u-i 

e Pour n = 0, u, > 1 (donnée) 


e Pour n 2 0, supposons que u, >1 et montrons 





que ü ysi 
En effet : u Nr = 
1+u° 
>0 
=] 
Us, 1 Ha 0m a al 
1+u° 
>0 


Ainsi : V n €e IN, u, >1. 











= (u, ) est décroissante. 
(u, ) est décroissante et minorée par 1 donc elle est 
convergente. 
Soit £= limu, „ona £ 21. 
+00 
u,., =f(u, ), avec f continue sur IR en particulier en 


L=fL)=2 
g-1 "= 


= = 
1 +£? 


ns -1)=0 >= 1 ou V1+# =1 
V1+2 


(cad! =0)0r 421 4 =T. 


={—1 





BAA 








3. Autre procédé de convergence : 








— 1 
a) f(x)=1+ = 
(x) 1+x? 
11+x? =(x- Le 
irx 
a = a S 
a P) TE 
5 TEx =R EX £ 1+x A 
(1+x°)V1+x° (1+x2)V1+ x? 
Vx>1 
(1+x?} -2x2x(1+x}(1 
Po- > ff) = an 
(1+x2}2 (1+x) 


(1+x2) (14x29 


f"(x)=0e-2x7-3x+1-0 


3-17 _ V17 -3 
—4 4 
-028oux- 207 - PS — 


7-3 
4 





A=17=x- 


1:7 











— e a ,ona:f"(x)<0 


=> f' est décroissante sur [1, + | 


V2 


= Vx21,ona a LE 


— M; Corrigé 


b) 


f est dérivable sur [1,+c0[ 


PB 


orie 
f(x] =F'(X)< 5 


u_ € [1,+cof 






= |f(u, )-f(1)] «Yu -1| 
‘D'après le théorème des accroissements finis) 


ua -Ilua mo -1) 


Pour k=0,0<u, -1 < 


(us -1) 


Pour k = 1, 0 <u, -1< — (u, -1) 


Toe 


Z 


Pourk=n-1,0<u, ris (u, —1) 


On fait le produit terme à terme 


Z 


et on simplifie on obtient : 0< u, —1 < 2) (u, -1) 


V2 V2 


Puisque lim 2 (u, -1)=0 car 2 e |-1,1[=> 


=. | converge et elle tend vers 1. 


S’ENTRAINER 
À Ax -1+7x+ cos 7x +1 six >] 
Lx 
X -x+n fix <1 


= lim/f-lim x°-1+7x+cos7x+1=7 = f(1) 


xt 


= f est continue à droite en 1 

Em f =limx -x+7-7 = fd) 
= f est continue à gauche en 1 
si f est continue en 1. 


Da) Ÿ x e IR, on a: coszx > - 1 = 
szx+1>0 





+ Vrx>l,ona: (SNI -1+47x. 


b) lim Vx? —1+7x = +0 > lim f(x) = +00 


X—-20 


3. a) (+ + Vx° a) est dérivable sur ]- œ, - 1[ U ]1, 


+ œ| en particulier sur ]1, + œ[ 
(x zx+cos7zx+1) est dérivable sur IR en 
particulier sur ]1, + œf 


= fest dérivable sur ]1, + o[ comme étant la somme 
de deux fonctions dérivables 


b) Vx>i,ona: 














F'&)= +7-ZSiIn(rzx) > 0. 
x2— ——,——— 
\ j 20 
>0 
x)— f(1 X?2—1 7x-7 cos(rx)+1 
E o a N  Zx27 | cos(rx) 
st ÿ—1 xt S—] x—ÏI x-i 
, x? —] x +1 
Or lim = lim — +00 
x  X—] sə 4/x2—1] 
`. ÆX-T ..  Cos(zx) +1 
lim =7 et lim ————— = -zr sin 7 = 0 
xl 1 xl x—l 
| G= 
a a qu 
xl x=] 


= f n'est pas dérivable à droite en 1 

La courbe de f admet une demi-tangente verticale 
dirigée vers le haut à droite en 1. 

5. V XS 1, ona:f' Q] =2x-4 





6. x est un minimum absolu de f sur IR 
l 
= E= NES e IR 


] 
Or Fa > f(x)>0,VxEelIR 


— l'équation f(x) =0 n'admet pas des solutions 
dans IR. 


7. h(x)= f(GB+sinx), Vxe[0,7] 





— M; Corrigé 


Ê e3 + sin x) est dérivable sur [ 0, x | 


a) f est dérivable sur [1, +| 


u ([0,x]) = [3,4] = [1, +| 


= h = fo u est dérivable sur [0, z] etona: 


h'(x) =u'(x)x f '(u(x)) = cos x x f (u(x)) 
a m 
b) Le signe de h’ (x) est celui de cos x sur [0, x] 





N3 SE PERFECTIONNER 


2 


si x €]0, 2] 


Faskon 


x—— six €e]2,+o! 
ý 





V4 -x2 2 
1) a) lim f(x) = lim (2) 
0 10" x 0° 
= la droite d'équation x = 0 est une asymptote 
verticale à (€) 


4 
b) lim f(x) = lim x —— = +00 
y 


4 
lim f(x)- x= lim-—=0 


X—+0 X 


= la droite d'équation y = x est une asymptote 
oblique à (4°) au voisinage de + co. 


2 





2) a) limf = lim f(x) = lim = 0 


X 


4 
lim f = lim f(x) = limx-—=0 
2° x? 2x2 X 
lim f = lim f = f (2) = fest continue en 2. 
b) 


4 — x? 





Ti. 


x? X — 2 x2 X — 2 


: X 
= — 








V4-x2 a Ses ‘a 


x—2 x(x —2) 2 x(x-—2)V4-x2 


2—x){2+x 2+x 
p CDD 


a TR 7 xV4- x? 





=> f west pas dérivable à gauche en 2. 
4 
X — — 
— f(2 2—4 





x27 x—2 zT y—2 =Y x(x—2) 
. (x-2X(x+2) .. x+2 
= jhn = lim 2 
x2° x(x — 2) $- Y 


= fest dérivable à droite en 2 et f,(2)=2. 


Ainsi f n’est pas dérivable en 2. 


y4- x? 
x 


3) a) Y x €]0,2[, f(x) = 





24/4 - x? D nn à 


r i x2V4— x? 
Nimes à 
x2V4 - x? 


b) V xel2,+00, E N 
X 


= fs 


4 

+ FOI 
x? 

c) Tableau de variation de f: 





d) Traçage : 
Les demi-tangentes au point d’abscisse 2 : 


æ (4) admet une demi-tangente verticale dirigée 
vers le haut à gauche en 2 ayant pour équation : 


e 

y> f(2)=0 

+] (ġ) admet une demi-tangente à droite en 2 
y=2(x-2) 


ayant pour équation : 
x22 













14 SE PERFECTIONNER 


soit f la fonction définie sur ]-1,1[ par f(x) = 1 - __* 
1- x? 


2) lim x)= lim 1- 


z= (-1) x (-1) 1 3 x? 





= +00 





X 
Em f(x) = lim1-— = 
7: x L 1/1 — x2 
= Les droites d'équations respectives x = -1 et 
== 1 sont deux asymptotes verticales à ( Cr). 


—2x 
1xV1—x2 -xx 
2V1—x2 


1 — x? 


; 








D f(x) =- 


l 
MT ee 
= 





x 





£ (x) 


f(x) 


3) 2)A:y=f'(0)x+f(0)=-x+1 





4) a) On pose ọ(x) = f(x) - x x e ]-1,1[ 

ọ est dérivable sur ]-1, 1[ et on a ọ’ (x) =f' (x) -1 
< 0, pour toutx e ]-1, 1[ 

ọ est continue et strictement décroissante sur ]-1, 1[ 
donc ọ réalise une bijection de ]-1, 1[ sur 

ọ(]-1, 1[) = ]-%, + oo 

0 e ]- œ, + w[ donc l'équation (x) = 0 admet une 
solution unique a dans |-1, 1[. 

p(0) =f(0)=1>0 


e(1/2)=f(1/2)-% = %- = <00<a<%. 
Va 
b) Soit [0 | f(x) 
OR — 
- (1-x2)41- x? (1-2): 


1 | 3 
OrO<x<—Ss0<x<—s—-<i-x<i 














2 4 4 
33 : 8 
S <(1-x2)}: <is1s< 2 T 
8 (1-2): 343 
l 8 l 
=> fe = - AE vrelo] 
(-x} i 


c) 
i l 
f est dérivable sur La] 
2 


IF (x) < EN ER Vxe Lo 
9 2 


a e| 0,— 
2 


l 8y 3 
vref o= | noel: [x - «| 
=> 2 9 


83 
9 





[x-a] 





— B Chapitre N°4 


Fonctions réciproques 





I) Résumé du cours 
A) Fonctions composées : 


f g 
ER) a 





gof 


Thé : si f est dérivable sur I alors g o f est dérivable sur I 






g est dérivable sur f(I) Vre I 
B) Fonction bijective : 


Définition : 


Aie 1.11) | i ; 
f: dy est bijective si et seulement si Vy € B il existe un seul réel x € A tel que f (x) = y 
X 


Remarque: 
| si EELE T | 3 B>A 
Si f est bijective alors son application réciproque f -t existe: f~ : 
Yy ->X 
On a alors : 
z VxeAona f{f(x)) = x 
à VyeBona MFU) =} 
m (x € A et f(x) =ý) << y € B et 
safiy) x y 
Théorème : 
Soit f une fonction strictement monotone sur I on a alors: 
> f est bijective de I sur f ( I ) ; 
a fet f-1 ont le même sens de variation. 
E Cf et Cf -t sont symétrique par rapportà A :y=x. 
= Si de plus f est continue sur I alors f1 est continue sur f (1 ) ; 


M(x, y): M '(y,x) 
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C) Dérivabilité de f -1 
a sise |, o 
Théorème 1: Soit f `: ş bijection 


0 À 





Si fest dérivable en xo | alors f -1 est dérivable en yo = f(xo) et on a: 
f'(xo) # 0 ces DER noms 





Al CAS OO O 
Théorème 2: Soit f: bijection 
X — y 


Si f est dérivable sur I 


et lors f -t est dérivable sur f (1 ) etona: Vy e fI) 





f’ (x) # Opour toutx el 
où x=/f (y) 


D) Fonction racine n're : 


| Théorème et définition : 


2 étant un entier naturel (n > 2); J :R, —R,;x— x" f estune bijection de R, sur R.. 


La fonction réciproque de f est appelé la fonction racine nième: f’: R, — R,;x— gy., 


Propriétés des radiaux : 


1) La fonction racine nme est définie, continue et strictement croissante sur R, . Elle réalise 


une bijection R, sur R.. 

Z) Pour tout x de R,,ona fe = x. 

3) Soit p un entier naturel non nul etn un entier, n>2 :ona: gxr = (x). 
4) Pour xe R,,n etp entiers vérifiant: n22 et p>2,ona: ne. 

5) Pour xeR, ,netpentiers vérifiant : n22 et p21 ona: desde. 

6) Pour neN, n22, xeR, et ER. ,ona: xy = Var. 

zjx 

E 





7) Pour neN, n22, xeR, et yeR ,ona: F- 
x 
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Equation x" = a: (Soitn entier naturel tel que 722 et a un réel non nul) 








Remarque : si a est nul, pour tout entier naturel n non nul, on a: D= {0}. 


E) Exposants Rationnels : 


Soient x réel strictement positif, r un rationnel et P un représentant der; ( peZ;geN *) . On 
q 


P 
appelle puissance à exposant r du réel x, le réel noté x" définie par : x” = x” = GRI 


Propriétés: Pour (x, y) ER. xR\ et (r,r') eQxQ, on a: 





Dérivée de la fonction racine n'ème : 





l 
Pour tout entier n22 ; la fonction x — xfx = x", définie sur R, est dérivable sur 10, +00] et sa 


E 


fonction dérivée est: x —>— x” 
n 
II) Exercices 
V7 Q-C-M; FAUX OU VRAI 


Soit f une fonction continue dérivable sur ]}-œ,3]On donne f(0)=4, f(2)=0 et f ‘(0)=2 





Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse : 
1) f réalise une bijection de [-x,3] sur |-,5] 


2) f est strictement décroissante sur |, 5] 


3) f` est continue sur |-,5] 
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2) f est dérivable en 4 et J )'(4) => 
5) f est dérivable à gauche en 5 


5) f est dérivable sur |-,5[ 
2) 2) L'équation f(x) = ?(n eN ) admet une unique solution æ, sur |-,3] 
n 


b) (æ, ) est décroissante 
c) (æ, ) est convergente 


d) lim æ, =0 


n—>+0 


V Q-C-M; FAUX OU VRAI 
Le plan est rapporté a un repère orthonormé direct(O,i, j) i 


Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 

1} Soit f un fonction bijective de I sur I et tel que la fonction réciproque de f est f. 
Un a la droite D : y = x est un axe de symétrie de Cf. 

2) Soit f une fonction bijective de [-5,5] sur [-5,5] 


Si fest impaire alors f` est impaire. 


3) Soit f une fonction continue et strictement croissante sur [2 : +oo| 


Si f n’est pas dérivable à droite en 2 alors f n’est pas dérivable à droite en f LE 


\3/ Q-C-M; FAUX OU VRAI 
Le graphique ci-contre représente la courbe Cde la 
fonction dérivée f’ def. 
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 
1) f réalise une bijection de [-2, 2] sur f([-2, 2]). 


2) f admet un minimum local en 1. 
3) La courbe de f admet deux points d’inflexions. 


JUPES 


Un considère les fonction f et g définie sur IR par: 

fx) = x° -6x° +20x et g(x) = x3 - 3x+5 

1) Dresser le tableau de variation de g. 

2) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution ae ]-3, -2[. 
3) Déterminer le signe de g(x). 
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4) Donner un encadrement de æ à 0.1 prés 
5) Dresser le tableau de variation de f 


6) Montrer que f(œ) = -3a +15 


\s/ APPLIQUER 


On définit les deux fonctions : g : ]0, z[ — IR A: 10, 2 TR 
x — cotan x- 2x X — XCOS?X 
1) a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation. 
b) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet dans ]0, 7 [| une unique solution a et que le réel 


a €] + A [. Donner le signe de g (x) sur ]0, 7 [. 
2) 


b) Montrer que pour tout x e ]0, 7 [ on a: h' (x) = sinx cosx g (x) 
c) Dresser le tableau de variation de h. 


hate 


f:]-1,1[— IR x— tan (5x). 


1) Montrer que f réalise une bijection de ]-1, 1[ sur un intervalle J. 

2) Etudier la parité de f -1 . 

3) Soit C la courbe de f et C ' la courbe de g avec g(x) = f ~ (-x), x e IR. 
Montrer que C' =r (C ) avec r est une rotation que l'on précisera. 


V APPLIQUER 


Soit la fonction f définie sur [0, z ] par f(x) = cos x. 
a) Montrer que f réalise une bijection de [0, z] sur un intervalle J que l'on précisera. 
b) Montrer que Vxe J ona:f-1(-x) = z-f-1(x). 


APPLIQUER 


Soit la fonction f définie sur IR par f(x) =x-2+ Vx°+1. 
1) Dresser le tableau de variation de f. 


2) Tracer Cf dans un repère orthonormé R(O,i, j) 


3) Montrer que f admet une fonction réciproque f ~ que l’on précisera. 
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\9/ APPLIQUER 


Soit la fonction définie par f(x) = 1 + Ta, 
Vx° +1 





1) Etudier f et construire sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 

2) Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution œ dans R. Interpréter 
graphiquement le résultat. 

3) Déterminer une valeur approchée de & à 0,1 près. 


T4 APPLIQUER 


Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 


x° 


x° +1 





1) Montrer que pour tout” € IN, l'équation f(x) = n possède une unique solution notée x, sur 


IR. 
2) Montrer que la suite (x, ) est croissante. 


3) Montrer que Vn21,n<x, <n+let En déduire lim x, et lim a. 


n> +00 n>+2 n 


\Y S’ENTRAINER 


Soit la fonction f, définie sur IR par f,(x)=x"+1-nx ,n e IN* 


1) Montrer que pour tout 22 , l'équation /,(x) =0 possède dans [0,1]une unique solution x, . 


2) Montrer que Vn 22, à Sx ū S 2 En déduire lim x,. 
n 


n n— +00 


3) Etudier le signe de f,.,.(x)— f, (x).En déduire le signe de f,.,(x,). 


4) En déduire la monotonie de la suite (x, ). 


KZ S’ENTRAINER 


Soit n un entier naturel non nul. Soit la fonction f, définie sur [0,+c|[ par f,(x) = x" + 9n? — 4., 


1) Montrer que l'équation f,(x) =0admet une unique solution strictement positive notée x, . 


2) Montrer que va eN* ona:0<x, <=. 


3) Etudier le signe de f, (x,)— f,..(x,..)et en déduire la monotonie de(x,). 
4) Montrer que la suite (x,) est convergente, On note Z sa limite. 


5) Calculer lim x’ et en déduire Z. 


x> +20 
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A S’ENTRAINER 


On donne la fonction f définie sur R par : f.(x)=x" +2(n+1)x+2 (nelIN) 
1) Montrer que l'équation f(x) =0 possède une unique solution &, est que sur &, € Ï-L of 


2) Prouver que la suite (æ) est croissante et quelle est convergente. 


3) Vérifier que q, LA 2e en déduire lim &,. 
æ +2(n+1) x—>+o0 
1 y S’ENTRAINER 


Soit f:[1, +0[ —IR , x— vxl +2 x. 

1) Etablir la dérivabilité de f à droite en en 1. 

2) Montrer que f réalise une bijection de [1, + [ sur un intervalle J que l’on précisera. 
3) Etudier la dérivabilité de f -t en 5 et à droite en en 2 et (Indication calculer f(2) ). 

4) Expliciter f -1(x). 


wy S’ENTRAINER 


Soft: DAT- xs | 


cos’ x 





1) Montrer que f réalise une bijection de I = [0, Z [ sur un intervalle J que l’on précisera. 
2) Montrer que f -1 est dérivable sur |-,1[ et que Y xe ]—%,1[ 
1 


(Ie ME a 


7 orieriirése 
Soit la fonction f définie sur | - = 5 par f(x)=tanx 


1) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie un intervalle J que l’on précisera. 





2) Montrer que g est dérivable sur J et que pour tout xeJ ,g'(x) = Fe 
+x 


3) Montrer que g est impaire. 
3 
4) Montrer que pour tout xe [0,+0[| ona 0<x-— g(x)< -< 


BIX) 


5) En déduire lim 
x—0 ES 
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7 SE PERFECTIONNER 
RE STIR , X— Vtanx 





1) Montrer que f est dérivable sur ]0, Z [ puis étudier la dérivabilité de f à droite en 0. 


2) Dresser le tableau de variations de f et tracer Cr dans un R.O.N (o, i, ji). 

3) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J que l'on 
précisera. 

4) Tracer Cg dans un repère R(O, i, ri 


2x 
x4+1 ` 





5) Montrer que g est dérivable sur [0, + [ et que pour tout x e [0, +[, g'(x) = 
6) Montrer que pour tout xe[0,+w[ona:g(x)+£g (1) = S 
; : TE x i … 10% 
7) Soit la suite U définie sur IN* par : Un = TE £ g(n+k). 
a) Montrer que pour tout n e IN et pour tout k e {0, 1, 2, ...„ n} ona: 
g (n) < g (n + k) < g (2n). 


b) En déduire que V, e IN* on a: g (n) < Un< g(2n) puis déduire que U converge et 
calculer sa limite. 


p SE PERFECTIONNER 


Soit la fonction f définie sur ES] par f (x) = tg(7 x) 


1) Montrer que f admet une fonction réciproque f définie sur un intervalle | que l’on 





précisera. 
2) Montrer que f` est dérivable sur J et que pour toutx eJona:(f 7x) = q ; 5 
z(1 + x 
3) Soit la fonction g définie par : 
= 
4) | g(x) = d W si x >0 
xX 
i 
g(0)=— 
7 
5) 


a) Montrer que g est continue à droite en 0. 
b) En utilisant les inégalités des accroissements finis montrer que pour tout réel x positif : 


z À x 
7(1+ x?) =I Vs T 
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c) En déduire la dérivabilité de g à droite en 0 





I 
6) Soit la fonction h définie sur ]0,+«[ par h(x) = f” =) 
x 


a) Calculer h’(x) en déduire que pour tout x >0, A(x) =- f'(x) i 


b) Montrer que Ch se déduit de Cf par une isométrie que l’on précisera. 


7) Soit la suite U définie sur IN* par Un = y r' k j 


k=] n° 





k al À k 
a) Montrer que pour tout entier ke TER. ; PERT A Z) < z 
m(n n mn 


nnt) i Taa pour tout n e IN* 
27(1+ n?) 27n 


c) Etudier la convergence de la suite U. 


b) En déduire que : 


y SE PERFECTIONNER 


Le plan est mini d’un repère orthonormé (0i, j) 


Soit la fonction f définie sur o, z 


ni-a 


1)a) Etudier les variations de f sur ]0,— ] 


LA 
2 
b) Montrer que f est une bijection de b z| sur un intervalle J que l’on précisera. 


2 


À T EA 
c)Montrer que l'équation f(x)=xadmet une seul solution ve LE et vérifier que 


d) Etudier la position relative de Cf est la droite A: y = x 

e)Tracer C f et Cf” dans la même repère R 

f) f estelle dérivable à droite en 1 ? 

—2 


sx — 1 


2) a)Montrer que l'équation f(x) = n(n e N *)admet une solution unique g, sur o, zi 


g) Montrer que f ‘est dérivable sur ]1,+co[ et que ( F sy yj= 


b) Calculer lim g, 
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7 SE PERFECTIONNER 





I 
l+ tan(x) 


Soit la fonction h définie sur l-20] par : h(x) = 


1) a) Montrer que h est une bijection de F0 sur i; +00] 


—] 
b) Montrer # ! est dérivable sur |1,-ol et que Vx2>1, (K V(x) = —————— 
) Montrer es V | | q J) TAE 
olx) =h (==) six<0 
2) Soit ọ la fonction définie sur |, 0] par : Li 
(@=-7 
4 4 
a) Montrer que ø est continue en 0. 
b) Montrer ø est dérivable sur |, oj et calculer ø'(x) pour tout x< 0 
7 
p(x) + x z 
c) Montrer que VY xe |, of il existe un réelc € EA of ioii E — 
xX (c-1) +1 


En déduire ø est dérivable à gauche en 0 et déterminer ø',(0) 


3) Soit la fonction g, définie sur -Z of par g (x) = A(x) + i pour tout entier naturel n non nul 
X 





»7 . . . a 
a) Montrer que l'équation : g,(x) =0 admet une unique solution g, et que tan g, = -—>-—1 
n 


b) Etudier le signe de g,,,(a,)-g,.(&,,) En déduire que la suite (a, }est décroissante 


c) Montrer que la suite &, converge vers un réel qu'on précisera. 


Xy SUR LE CHEMIN DU BAC 


2 





1) Soit la fonction f définie sur [0, +f par f = On désigne par (C ) sa courbe 


pr 
représentative dans le plan muni d’un repère orthonormé direct (Osi; j) i 


1) Etudier f et construire sa courbe (C ). 
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J que l’on 
précisera. 


b) Construire la courbe (C’) de g dans le même repère R(0,i, j) i 
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3) Montrer que : Vx € [0,2[; g(x) =, ma : 
-x 


II) Soit la fonction h définie sur [O, z| par A(x)= g(1-cos x) 
1) Montrer que pour tout x de [O, z| ,ona:h(x)=tan 5) 


2) Montrer que h réalise une bijection de [O, z| sur [0, +o. 


2 





3) Montrer que h` est dérivable sur [O, +00| et que (a>) (x= TEG 
x 


4) Soit la fonction ø définie sur [O, +| par |o(x)=h" =) si Xe 10, +f 
x 


p(0)=7 
a) Montrer que ø est continue à droite en 0. 
b) Etudier la dérivabilité de ø sur 10, +00] et calculer œ'(x). 


c) Montrer que pour tout x € 10, +00] il existe un réel ce 10, x| tel que PTE = = 
X +c 
d) Montrer que ø est dérivable à droite en 0. 
5) Soit la suite (U, ) définie sur IN par U, = Å 
o l+k 
a) En utilisant le théorème des inégalités des accroissements finis montrer que pour 


2 
né. de BV) 
EUR (p+1)-# (p) TF 

] ] 


b) En déduire que pour tout ne IN on a ze r À SU S San) +1 
n° + 





tout peN ona 





c) Montrer que la suite (U,) est convergente est donner un encadrement de sa limite. 


6) a)Montrer que pour tout x>0 ona g{x)=7-h" (x) 
b) En déduire que Co est l’image de Ch” par une isométrie que l’on caractérisera puis 


tracer Cø dans le même repère R. 


V7 SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit la fonction g définie sur 31 par g(x)= > ji et Cg sa courbe représentative 
x" —2X+3 


dans un repère orthonormé R (O;i, j) 


À) 
1) Dresser le tableau de variation de g et tracer Cg dans le repère R 
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2) Monter que g réalise une bijection de |-1,1| sur un intervalle J qu’on précisera. 





3) On désigne par h la fonction réciproque de la restriction de g à [—1, I] 


dy =l 
Tracer Ch et montrer que pour tout x eJ ona A(x)=—1+ be 





4) On considère la fonction y définie sur oz par w(x) = h| 1 | 
2 2cos x 


a) Montrer que pour tout xe EI ona w(x)=2sinx-1 


b) Montrer que l'équation w(x) = - admet une unique solution g € o zi 
c) Etudier la dérivabilité de y" et déterminer sa fonction dérivée. 
B) Soit f la fonction définie dérivable sur ]-3, | et tel que f(x) = g(x) et f(0) =0 
1) Soit ø la fonction définie sur -za par ø(x)= f(2sinx-1) 
a) Etudier la dérivabilité de ø et calculer ø '(x) 
b) Calculer (Z). En déduire que Yx € -za s olx)=2 re 


À À 


1 
n +l 





2) Soit U la suite définie par : U, = f =) =f í | Vn22 
n 











a) Montrer que Vn2>2, l el l Jsu, se(+) 1 
n(n+1) \n+1 njn(n+1) 


b) Calculer lim U, et lim n’°U, 


n—}+00 


3) On donne la suite S, = >U, (n 22). Montrer que la suite (S,) converge vers ai 
ESZ 


a 


xy SUR LE CHEMIN DU BAC 
x+3-4x+1 si x<0 


Soit la fonction f définie sur IR par: f(x)= 1+x 


|+ 
1+ x? 


dont la représentation graphique dans un repère orthonormé est ć 


si x20 





1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 
b) Etudier les variations de f et tracer ¢ 


2) a) Montrer que f réalise une bijection de |, 0| sur un intervalle J qu’on précisera 
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b) Expliciter f(x) pour xeJ 
3) a) Montrer que pour tout x de [O, 1] on a | Í (x) <] 


b) Montrer que l'équation: f(x) =3x admet une unique solution & € 10,1 


U = 
4) Soit U la suite réelle définie sur IN par 4 ° 
3U ai 


a) Montrer que pour tout neIN : U, e ]0,1| 


y Nike 


f(U,) pour neIN 


b) Montrer que pour tout 7€IN |U, -a|< “Ww, -a| et que |U, -a|< S) calculer alors 
lim U, 


n 


5) Soit S la suite définie sur IN* par: S, EVA 4 


W k=l 
n+l 1% 
a) Montrer que pour tout entier naturel non nulon a: $,- ET = — J EU 1g) 
n A ka 
Montrer que pour tout entier naturel non nul on a: 3">2n , en déduire que 
) n+l Q 
S, w < FER montrer alors que la suite S converge vers a 
n n 
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Ny Q-C-M; FAUX OU VRAI 


1) Vrai, f est continue et strictement croissante sur 
}+%,3ļalors f réalise une bijection de ]-%,3] sur 


f (]=3]) = Jim f), 1) | = |=%,5] 

2) Faux, On a f est strictement croissante sur 
]-%,3] alors f” est strictement sur ]-%,5] car f 
et f ont le même sens de variation 


3) Vrai 
On fest continue sur [-w,3]alors f7 est 


continue sur f (]-,3])= ]-%,5] 
4) vrai Ona: f(0)=4 
On a : f est dérivable en 4 


f'(0)=2z0 
| p l 1 
alors f est dérivable en 4 et (z )(4)=— =- 
FU- 2 
5) Faux, On a f est dérivable à gauche en 3 et 
f'.(3)=0alors Cf admet au point A(3,5)une 
demi tangente à gauche horizontale alors Cf i 


admet au point A'(5,3)une demi tangente verticale 
dirigée vers le bas alors f ~',nm’est pas dérivable à 
"of E 
gauche en 5 et pe KE) = 
135 X—5 
6) Vrai, La fonction f est dérivable sur ]-c,3[ 


7x e ]-0,3[,f'(x) #0 alorsf” est dérivable sur 


f(I-æ,3[) = I, 5] 


7) a) On a f réalise une bijection de |-«,3]sur 


. à 
J-0,5] On a VneN',—e |-«,5] alors l'équation 
n 


5 
f(x) = — admet une unique solution æ, sur 
n 


]-»,3] 
l 


b) On a: f(a)== er (a) — 


1 i 
ma —<-> fla +alle) 
n+l an 
Or f est croissante sur 
J03] æ, € ]=0,3] et æ, € ]=o,3] 


alors &,,, < @, alors (æ, ) est décroissante 


n+l 





c) Vrai 





Ona: 


5 : 
fla )=—,ñ eN alors f (æ )>0 alors & e |2, +| 
n 


Alors (ce, )est minorée par 2 or (æ, }est 


décroissante alors ( SA ) converge vers un réel q 
d) Faux 
5 af 2 
on a: fa )=—= a. = D de NO 
n 


n 


PE 
On a : lim — = 0 


+2 n 


lim f (x) =2 


x—30" 


5 
alors lim f` (5) = 2 alors lim æ, =2 


n > +0 n nn > +00 


V/ Q-C-M; FAUX OU VRAI 


1) Vrai 
En effet: Soit M un point du plan et 


M'=S (M)oùA:y=x 

Montrons que M e Cf & M'eCf 
Ona M e Cf & S, (M})es, (Cf) 

& M'eCf &M"“ecCf alors la droite D:y=x 


est un axe de symétrie de Cf. 
2) Vrai 


On a: f ‘est définie sur [-5,5] alors si xe Df"", 
ma - pr” 
Montrons que Yy e [|-5,5], f` (-y)= -f` (y) 
ona: f( f° (-y))=- 

FOC) =-( o=- 

alors f ( f° (-y))= f(-7"(>)) 


alors f~ (-y)=-f"(>) 
3) Faux 
Contre exemple: f :[2,+00[ — [0,+00[ 


X——> vyx-2 


f n'est pas dérivable à droite en 2 


_ J-a) 
car bop —— = 4+0 
ssr x—2 


— M; Corrigé 
Sa fonction réciproque f~ :[0,+00[ —>[2,+œ[ est 
dérivable à droiteen f ( 2) = 0 


—ÿx%" FI 


V7 Q-C-M; FAUX OU VRAI 
1) a) Vrai 
Ona Yx e |-2,2], f) 20 
On a f est continue et strictement croissante sur 
[-2,2] alors f réalise une bijection de [-2,2]sur 


f([-22) 


2) Faux f est strictement croissante sur 


[-2,2] alors f n’admet pas un minimum local en 1 
3) 





J") 
On a f"(x) sannule et change de signe en -1 et 1 
alors f "admet deux points d'inflexion 


W amini 


1) g est dérivable sur IR , pour tout x e R on a 
g'(x)=3x -3 =3(x° -1) 





2) 
*sur [1 +00] on a 3 est un minimum absolue de 


g(x) d'où l'équation g(x) = 0 n’admet pas des 
solutions sur [-1,+f 
* On a g est continue et strictement croissante sur 
]-œ,-1] et g(]-%,-1])= ]-%,7] 

Comme 0 € ]-,7] alors l'équation g(x)= 0 
admet une unique solution œ sur ] 6,7] 


Conclusion : l'équation g(x)= 0 admet une unique 
solution œ sur IR. 


g est continue sur [-3,-2] 
g(-3) g(2)=(-13)x3=-39 æ e |-3,-2[ 


> Alors d’après le théorème des valeurs 
intermédiaires 














3) *La fonction g est continue et ne s’annule pas 
sur |-0o, a| , alors elle garde un signe 


constant sur |-%, a| 


or -3el-w,a| et g(-3)<O0alors pour tout 





xE |œ, af on a g(x) < 0 








*La fonction g est continue et ne s’annule pas 
sur |æ, +o], alors elle garde un signe constant 


sur |æ, +o] 
Or -2e |æ, +] et g(—2) >Oalors pour tout 
xE |æ, +ļ;on ag(x)>0 


| —00 a 4-00 
Conclusion 





on JE St continue sur [-2,3 ; — 2,2] 
g(-2,3) g(-2,2) <0 

D'après le théorème des valeurs intermédiaire 

l'équation g(x)=0admet au moins une solution 


dans IR or « est l’unique solution dans IR alors 
—2,3 <a < —2,2 

5) a) On a pour tout réel x, 

f'(x) = 4x" -12+20 = 4(x° -3x+5)= 4g(x) 

Le signe de f(x) est celui de g(x) 


b) Ona f(æ)=-3a" +15a? 


On a: f(a)=a* -6a° +20a 
Or g(a)=0S a°-3a+5=0& [a =3a-5| 
D'où: f(a)=a æ -6a° +204 

= a(3a-5)-6a +20 

=3a -5a-6a +20 

=-3a° +15a 

APPLIQUER 

Ona:g:]0,7[—R h : 0, z| —> R 


x — cotgx—-2x x — x cos’ x 


— My Corrigé 


1) 


a) Vxe [0,r[ g'(x)=- —2<0 





sin’ x 





lim g(x)= lim cot gx —2x = +00 
rx 0" x 0" 


b) g est continue et strictement décroissante sur 
10,7[ alors elle réalise une bijection de J0,7[ sur 


g(]0,7[)= ]-c,+0[: 
Comme 0 appartient ]-w,++| alors l'équation 


g(x)=0 admet une seule solution œ sur ]0,7{. 


g est continue sur Z Lae (le (z) <0 
6 4 6 =- 


D'après le théorème des valeurs intermédiaire : 


É 


J TT 
ER 


‘La fonction g est continue et ne s’annule pas 
sur ]0,a, alors elle garde un signe constant 


sur ]0, af 


On a: Z e Joal etg(=)>0 alors pour tout 
6 6 


xe [0,a[;on a g(x) > 0 
* La fonction g est continue et ne s’annule pas 
sur Ja, z| alors elle garde un signe constant 


sur ]æ,æ|Or on a: 2 <lerl ct gi ebelors pour 


tout xe la,r[;on a g(x) <0 


0 












2) 
a) Vx e]0,7[ ; h'(x) = cos x+2xcosx(-sinx) 


COS x 
= Sin X COS X —2x 





sin x 
= sin xcosx(cotgx—2x) 


= e x.cosx.g(x) 








f :]LI-R x> an 2x | 


1) Vre]-11[ , f(x) =Z itan’ (Z) > 0 
f est continue et strictement croissante Hif 


alors f réalise une bijection de J-L1[ sur 


f (uD= | im f6, lim C0] = 
2) f:]-LII—R 


ur 2 | 
Montrons que Vy eRoOn a ; -yekR et 
Sr rt 


f'(p)=als fF (-y))=f (a) 
>-y=f (a) y=-f (a) 


& y= f (—a)car f est impaire 
S f'(y)=-«a 


d'où f j (-y ) =-f # (y) d'où f  estimpaire. 


erf" est 


3) e= e= (x 
impaire 
Cf Sa CT” B , (-f") avec À: y =Xx 
> $,,308, (C)=C' 


Or (oi) NA={0} alors So3°S "= au) = os) 
2 


——%, Corrigé 
\7 APPLIQUER 


a) f (x )= cosx 
Vxe[0,x|; f(x) = —sin x < 0 





f est continue strictement décroissante sur [0, x | 


alors f réalise une bijection de [O, x | sur 
f([0,7])=[-1,1] =J 

b) Vref= f'(-x)=2r-f" (x)? 

Il suffit de montrer que: —x = f (z -f (x)) 


Ona: f(r-f'(x))=cos(r-f"(x)) 


= -cos( f7 (x)) 
=-f(f" x) 


D'où: z- f(x) = f "(0 


APPLIQUER 


f est définie sur IR par f(x) = x - 2 + V/x?+1 
1) fest dérivable sur IR, 





y R ; f'(x)=1+ = p 
x ER ; f'(x)=1+——— 
24x +1 x° +1 
e 
=0 
EX 
X 
> 0 





* si. X << 0 ona: 


“si y = 0! ona: j (0) =1+ 
Va 
1 


a —— À 


foj- e e 
á Na x +1 Ve +1(Vé +1-x) 


a — 
-0 


2ème méthode pour déterminer le signe de f(x): 


Ona:VxeR; f (x)>0, 
POSTE x _x+Vx +1 
Vxt+1 yeti 


Ona f{x)=08 Vx +1=-x 





x + 
Conditions d'existence il faux a donc x € |, 0] 


-x> 0 








Pour ye ]=%,0] 


ra =-x éx +1=x" Impossible 
f (x) est continue sur R et ne s’annule pas sur 
IR alors f ‘(x) garde un signe constant sur IR or 
f(0)=1>0 alors VreR= f(x) >0 





*lim f(x) = lim x—2+Vx" +1 


x> x> 


i 
= lim Vx’ +1 +x-2 = lim —— 
X— 20 Xx—>-0 | 2 +] _ + 
lim f(x) = —2 alors la droite d’équation y = -2 est 
asymptote horizontale à Cf au voisinage de —00 
* lim f(x) = +00 
TA). 2 x=2+Nx +1 
RE ae aS E i eE E E E 


XHn kE xmo Œ 


2 | l 
(1-2. +) 

A X 
Ey  — 


X>+ É 


: 2 | l 
= ļlim| 1——+ E S sitis Zs=ag 
X>+ P 1 X 


lim f(x) -ax = lim f(x) -2x 


-2=-2 


= limVx"+1-x-2 


nr 


l 
O 
E FLEX 
D:y=2x-2est asymptote oblique à Cf au 
voisinage de +o ; D:y=2x-2 


-2=-2=b 





— Ħa Corrigé 


3) f est continue et strictement croissante sur 
R alors f réalise une bijection de R sur 
f(R)=}-2;+0[, d'où f admet une fonction 


réciproque f —! définie sur J = }-2,+00 


f:R= |-2,+0| 
y > X 


fG)=x8y-2+4/y +1-x (1) 


y +1=x-yx+2 (2) 
(On a:x-y+2> 0 car si non la relation (2) est 
impossible est par la suite f n’est pas bijective) 


S y +1=(x-y+2) 
y +1=x +y +4-2xy-4y+47x 
2xy + 4y =x +3+4x 
= (2x+4)y= x" +4x+3 
= 


+0 


car xe |-2,+0[ = y= 


\9 APPLIQUER 
+ à 


D Ona: f(x)=1+ 
\/x° +1 


Df =R f estdérivablesur R ; vxeR , 
Ixa? +1 -vx +1) x 


EN 





fx)=0+ 


Pour tout x e R 


ona: 
Te ii a 
i 24/x° +1 
PR 
x +1 
x tl 1 
=z- a) 


Vx +(x +1) Vé+41(x +1) 











lim f(x) = lim 1+ 


x-0 X—>0 Fpj 
> X 
e ct b 
X> ] 
-A 
x 
1 
X—}—0 l 
= 
2 
X 





X 


| i 
x LE 
X 


] 
Ho Ce, 
] 


X>+ 


lim f(x) = lim1+ 


ee 
X 


lim f(x) = 0 alors la droite d’équation y= 0 est une 
asymptote horizontal à Cf au voisinage - 


lim f(x) = 2 alors la droite d’équation y= 2 est une 


x-0 


asymptote horizontal à Cf au voisinage +% 


y 


RASE y=2 

| i | 

$ i H 

e — RH er | Í 
4 2 +: C 4 5 8 


2) f(x)=x. admet uneuniquesolution? _ | 
Ona f(x)=x<e f(x)-x=0< g(x)=0 
où g(x) = f(x) -x 


g est dérivable sur R VxeZR, 


l 


EJET A E E l G 
si i (x +1) Vx + 
— , ————— 


21 
— a 
si 


g est continue et strictement décroissante sur IR 
alors g réalise une bijection de KR sur 


g(R)= [lim 800% lim g| =}, +f 


—1<0 


— B, Corrigé 
lim g(x) = lim f(x)- x = 2 — (+00) = —00 
lim g(x) = lim f(x) — x = O—(-x) = +00 


comme O0Ee-00,+0| alors l'équation g(x)=0 


admet une unique solution & € R 
interprétation graphique: Cf coupe la droite 
A:y =x est un unique point M d’abscisse q . 


2) D'après le graphique, on remarque a e [1,2] 
g(1,8) = 0,07 et g(1,9) = —-0,01 

On a g est continue sur [1,8 ;1,9] et 
£g(1,8) x g(1,9) < 0 d'après le théorème des valeurs 
intermédiaires on 1,8 < æ <1,9 


NT4 APPLIQUER 


1) fest définie dérivable sur IR, 

3x (x +1)—2x(x° 

denr Ré, à 
(x +1) 


x° +3x 
PO if 


(x -+ 1) 
on a f est continue et strictement croissante sur IR 
alors f réalise une bijection de IR 


sur f(R)= | lim f(x), lim œ| = He, +| 

Comme ne ]-,+w| alors l'équation f(x)=n 
possède une unique solution x, . 

2) On a f(x)=n et f(x )=n+lalors 
SAISIO 

Or f est croissante sur IR alors x < x „alors (x, ) 
est croissante. 

3) Pour montrer que Vn 21, n<x <n+l1,il suffit 
de montrer que Yn > 1, f(n) < f(x. )< f(n +1). 


3 
n 





=F 


*Ona: f(n)- f(x) = 


n +1 
n -n(n +1) n 
aee ses os) 
n +l n +l 
(n+1) 
ons d aED 
(n+1) +1 


(+D -n| m+ 41] nent | 


(n +1) +1 (AT 21 





alors Vn21, f(n+1)> f(x) 
Conclusion: Vn21, f(n)< f(x)< f(n+1)etf est 


croissante sur IR alors n<x <n+1 


On a lim n = +0 > lim x, = +00 








X | l 

On aVn21, 1<£<—<l1+— et liml+—=1 alors 
n n X — +00 n 

n 4 

lim = 

LP: A 


TP rats 


1) Soit n > 2 , Yn e [0,1] 

f (x) =nx" -n =n(n"™ -1)< 0 
On a f,est continue et strictement décroissante 
sur[0,1] alors f, réalise une bijection de[0,1] sur 
f LIL OI=[2-#1]. 
On a n2>22=2-n<0alors0e[2-n,1]alors 
l'équation f (x) =0 admet sur|0, 1| une unique 


solution X, . 
l di iy 
2) Oia Lim Elm i FAS 20 
n n n 
2 Di x F2 
D-E -Es 
n n n n 
2 | 
ona f)ar] 
n n 
On a f,est strictement croissante sur[0,1] 
I ? "A. . — à 
alors—<x <— ona lim —=0 ef lim —=0 


n n n+ n n—> +0 n 


alors lim x, = 0 
n+ 


3) 

Yn e IN*,x e [0,1] 

EG-J +1-(n+1)x |-| x" +1-nx | 
= x" x" -x=x" (x-1)-x<0 

Ona:x e[0,1] = | a (x J=- (x,)<0 

5 j,()-0<03 f,(a,)<0 

4) On a es (x, )= 0> Hs Ca Te (Si) 

Or Faye est 


sur{0,1]alorsx, > x, alors (x ) est décroissante. 


strictement décroissante 





— Ħa Corrigé 


N7 S’ENTRAINER 


2) f'est 
T (ejam +18x2>0 


On a iA est continue et strictement croissante 


dérivable sur[0,œ|,Yx > 0, 


sur [0, oo| alors bijection 


de 
[0, [sur f, ([0, +f) = [-4, +o] 


comme 0 € [-4, +00 [alors l'equation f (x) = 0 admet une seule 


FE réalise une 


solution x, € [O, +| . 


On a: 0” +9x0° -4=-4# 0 alors 0 n’est pas solution 
alors x, e |0,+| . 


2) Ona f (0) = -4 


OIORCEOES 


On a f, est continue sur o J et f (0)x f. (2) <0 
Alors d’après le théorème des valeurs 
intermédiaires on a Ô < x, < 3 

3) Ona 

1%)-L46,)=5,69-0=4%7 +9% -4 

or on a. f. (x )=0 = x" +9x —-4=0—9x -4=-x 


D'où f(x )-f.(x.,)=x" -x" =x" (x -1) <0 


>0 <0 


2 
i E 
3 


On a Jra (x,) < Jia (X,:1) est Tiai S est 
strictement croissante sur ]0, +00 | SX SA. 


alors (x, ) est une suite croissante 


2 
4) Ona (x ) est croissante majorée ar alors (x, ) 


converge vers une limite £. 


2 2\ 
5) On a vnews oca, <E20<tuy <[?) on a 
3 3 


5, n 
in(? = 0 = lim x° = ( 
P 3 ti G aan 


3 3 
NY S’ENTRAINER 





Ona f(x )=0= x" +9x -4=0 


— lim x° +9x° —4=0 


n— +20 


> 0+9f -4=0 (car d'aprés 4) lim x = e) 


no 


2 


4 2 E 
> LL =— > l =— ou f =-— 
3 3 


2 2 2 
Or 0< x <-> OSSI l=— 
3 


1) * La fonction fe est dérivable sur IR 
VxelR, f, '(x)=3x +2(n+1)>0 
On a f, est continue et strictement croissante sur 


IR alors f, réalise une bijection de IR 
sur f(IR) =IR 
Comme 0€ JR alors l'équation f(x) =0 admet 


une unique solution œ, sur IR 
o f(-1)=-1-2(n+1)+2=1-2(n+1) <0 
f (0)=1>0 Ona f est continue sur [-1, 0] ; 


>alors d'après le théorème des valeurs 
intermédiaire 


f(-1)f(0)<0 æ, est dans |-L10 

Vxe]-10[,7 ‘(x)=3x +2(n+1)>0 

D'où f, est strictement croissante sur [—1, 0] d'où 

æ, est unique. 
Sea (En) fea (0, )=0- (0 +2(0+2)a, +2) 
=-(a +2(n+1)a, +2)-2a, 

=-f,(a,)-2a, 

=0—-2a, >0 

D'ou Sra (Ara) > Saa (0) 


Or f,., est croissante alors &œ„,, > &, d'où (œ) 


est croissante. 
* Ona (a,) est croissante et majorée par 0 alors 


(a, ) converge vers une limite £. 


3)0na: J (a )=0 
Alors a” +2(n+1)a, +2=0 


— My Corrigé 


Alors a, (a; +2(n+1))=-2= æ = 





SAS ON 
a + 2(n +1) 
—2 —2 


On a: li — mn => E 
ne re q? +2(n+1) g +(+) 


NY S’ENTRAINER 


Ona:f(x)=Vx-1+2x ; Df =[1,+0| 
Yim imt ©- W = = im EE 


x yu xi 4] 


ne “a = 
xt y] xt (x- 1) 


l 
+2=—+2=4#0 
0° 








= lim 

xt X— ji 

Alors. f n'est pas dérivable à droite en 1 
2) La fonction x —>x—l est dérivable et 


strictement supérieur à 0 sur |l, +f d'où la 


fonction f x——>ĘvVx-1 est dérivable sur 
|1, +00| . D'où f est dérivable sur J, +00| 





Vazl: f')= 


+2>0 


l 
24% 1 





3) f est continue et strictement croissante sur 
[1, +0] alors f réalise une bijection de [1, +| 
vers f ([1 +f) = [2, +o0| I 


4) Rappel: 
f:I—J bijection 


Xo Z Jo 






Si f est dérivable en x,et Ft ) #0 alors 


pa = est dérivable en y ,et{ f` CR PRE 
ser) fs) 


* f:[1,+00[ —[2,+c0[ bijection 

2—5 
On a f est dérivable en 2 et f'(2)=3+0 alors 
feg — en 5. 


l 
(Ne se 





*Ona f',(1)=0 alors Cf admet à droite au point 
A(1,2) une demi- verticale de direction et de sens de 


j alors Cf"! admet au point 4'(2,1) à droite une 
demi-tangente horizontale 

Alors f ‘est dérivable à droite 2 et Fai 3 (2) =0 
Ou bien: f :[1,+c0[ — [2,+æ[| bijection 


1 2 
x — y 
FOIE x=1 
D i © 
y—2 =" JG) JU) 
(car xl" équivaut y — 2°). 
1 E pe 
x < 10-10 (x)—f() +0 
x—1 


D'où f est dérivable à droite en 2. 


5) 
[2,+co[ bijection fo=xey=f (x) 


f :{[1,+2| > 


Y -ZX 
Ona: f(y)=x&4/y-1+2y=x 


&qly-l=x-2y 


( necessairement x — 2y > 0 car si non f n'est pas bijecti 
ey-1=(x-2y) 
© y-1=x -4xy+4y & 4y —-y(1+4x)+1+x° =0 
=b -4ac=(1+4x) -4x4x(1+x°) 
= 16x° +1+8x-16x —16 
285-1550 CE X 22 
Km ad ri a pa E 


8 8 
Or f(2)=5 d'où si x=5 onay =2. 
Vérification dans y” on a : 


8 8 
D'où , _1+4x = =f (x) 


Ny S’ENTRAINER 
f(x = per à 4 r- xelo zi 


1) vx Joz 
2 





— Ħa Corrigé 
- (cos? s 
cos“ X 


f' 9 =0- 


20 >0 


rer 
2e Fe 2 sin x cos x zD 


4 4 
COS x cos x>0 








ra He à 
+ nt 8 D 
2 2 o+ 


f est continue et strictement décroissante donc 
elle réalise une bijection de Ç m | sur 


(CES 


Rappel : 
f :1 —J bijection 

EX 
si f est dérivable sur I et f ()40,Vtel =f" 
est dérivable sur f (1)=J 


Fe l 
Yx eJ(f LETT 


m 
On a f est dérivable sur I = l 












2 sin f cost 


“eh zl rom — 20 
2 cos ‘t 
alors f ~! est dérivable sur Fi (o 2) = Fe, 1| 
2 


Ona: Yx e |-00,1 å l que EE, 
LA g Me f 2sinfcosft 





= X 


Dr IG =r 
cos f 


j > l 
es , =2-x|cos t= 
cos ź 2—x 


Ona: cos?’ t+sin’t=1 








b -u ig 
(2-x) 2-x 








& sin t = l- cos?’ t =1— >0 








LEa 
VE 


LT VE p Jr 


d'où ( (x) = 








S’ENTRAINER 


f(x) = tan(x) 
1) Vre HAL ED 14 tn w> 0 
2 2 
f est continue et strictement croissante sur 


-Z Z| donc f réalise une bijection de be z 
2 2 22 


22 


sur p (z A 4) E lim f Œ), ii |- |=, +f 


D'où f admet une Mem réciproque g définie un 
intervalle J=IR 


2) 
TI Te 
7%) sm 
f | E 
tx 
TI M 
f est dérivable sur -—-—,— {| ; 
À, 2 


vre FA: f'@)=1+tan?r-0 alors g est une 


dérivable sur f Ha -R 
2 À 


aus N ut 
f 1+tan?r 


or f(t)=xe tant=x d'où g(x)= 


VxeR,(g)'(x)= 





[Er 
3) On a g est définie sue IR. Montrons que pour tout 
réelxona g(-x) = -g(x) 
On pose : (x) = g(-x )+ g(x) 
VxER : h'(x)=(-1)xg"(-x)+g'{x) 
l ji 
7? LÉ 
l(a ler 
l l 
zoia 2 E 2 
1+x° 1+x 
D'où h est une fonction constante sur IR 





= 0 
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Orona: A(0)= g(-0)+g(0)=2g(0)=2x0=0 
D'où YxeR, A(x)=0 

DoùYxeR g(-x)=-g(x) 

D'où g est paire. 


3 
4) vxe[0, + 0< x-a) s7? 


* On pose : p(x) =x— g(x) 
vxe[0, +f, p(x)=1-g(x)=1- a 2 > 0 
l+ l+ 
x20 , øest croissante sur [0, +o0[ alors 
p(x) 2 p(0) = p(x) 20 x-g(x)z0 
3 
*On pose : T(x) = -2+ g(a) 








vxe[0, +f ; 


4 





4 

EA eE X _>0 
1+ x l+x l+x 

x 20 =T est croissante sur[0,+c| 


T'(x) = x° -1+ 





3 


3 
>THAT >Z -xtg 
3 
Conclusion : Vx € [0, +00] ,0 <x—g(x)< : 


5) Jim £9 


x—0 X 


3 
"e E€ ]0,+oo, on a : D<x- ga 


— 3 Maur, 
RTS do ee, 
3 3 s 4 


x—0* x—0* 


Or lim = =0= lim 8% 9 
X 
x—>07 X 
On pose t = -x si x—0 &t—0 
Ona lim 209% =. alma. 
eH t0* (+) 


x—0 


t—0* 


t—0" f 


Conclusion : 


= lim T car g est impaire 
t 


im 22% 0 et im 2 EX -0> m8 -0 
x—0° x? x—>0* x x—0 x? 


SE PERFECTIONNER 
f:[0, SI IR , X— Vtan x 
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8) * La fonction x— tanx est dérivable et 


strictement positif sur 10,71 alors f est dérivable 


0,Z 
sur ] 3 | 


x) — f(0 tan x 
x0 X — 0 x0 X 


. Late 2111 tany À 

= Jim = lim 
n0* j x? n> A] x x 0° 
D'où f n’est pas dérivable à droite de 0 








9) Pour tout x E€ 10,5 [ona 


(tanx)'  1+tan° x 


Ah 2+/tan x È 2; tan x a 





0 





lim f(x)= lim Vtanx =+% 
A 


alors la droite d’équation x =7est une asymptote 
2 


verticale à Cf 


| cf 


i 
} 
D mg me 
H 
iN | 
= t 
$ 





10) f est continue et strictement croissante sur 
VA "T an T 
[O, 9 [ alors f réalise une bijection de [0, — [ sur 
2 


f ([0, 5 D = [0,+c[ =J d'où f admet une fonction 


réciproque g définie sur J. 
4) Cg =S, (Cf) où A:y=x 





— Ħa Corrigé 





T 
5)f:1[0, zl —— [0,+%| bijection 
t =N 


f est dérivable sur ]0, 5 [ 
> alors g est dérivable sur f ( ]0, 5 [)= ]0,+co[ 
Wre 10,5 [ f’(t) 40 


Vx € 10, +| , 





Or f(t) =x <> Vtant =x tant = x° 


d'où Vxe ail E 


Etudions la dérivabilité de g en 0 : 

TA 2 (0) œ alors Cf admet au poin O une 
x0 — 

dem emen verticale dirigée vers le haut d’où Cg 
admet au point O = §,(O) une demi-tangente 
horizontale à droite 

D'où g est dérivable à droite en 0 et g ', (0) = 0 
Conclusion : g est dérivable sur [0, + [ et que 


pour tout x E [0, +œ [, g'(x) = 2x. 
x*+l 


6) ps à que pour tout xe ]0, +œ[ on a: 


8 9 +8(È jeg? 


On pose k(x) = g(x) + B) Vx e ]0, +0 


e Onagest dérivable sur ]0, +2 [ 


e Ona la fonctionh: x ____,1 est dérivable et 
X 


strictement positif sur I =]0, +2 [ d’où 
D'où g est dérivable sur h( I }=]0, +0 | 


D'où la fonction x -___; st est dérivable sur ]0, 
x 
+00 | 
D'où la fonction k est dérivable sur 10. +| 
l ji 
Ona Vxel0,+e , k (= g'e O 
X 5 + 
l 2 
2x— =r 
= 2x (=) X 2% l xX 























= Eeee 
1+x° + lra” x x°+1 
P g x° 
= 2x £ 2x _0 
14 Lie 


D'ou kestune fonction constante sur ]0,+c0[ 





7T mT T 
Or (2) = Ji = 1 alors g(1) Ti 


D'où k(1) =g(1)+8(— J= 


m AA 
g 4 2 
Conclusion pour tout x € ]0, +œ [ on a: k(x) = 


d'où g()+g(1)=Z 


1 n 
n= — > t IN* 
7)U il 2 g(n +k) pourtoutn € 


a) On a pour tout n € IN* et pour tout k € {0, 

2,.…,n} ,n<n+k<2n d'où deplus gest 

croissante sur [0, +00 [ alors g(n) < g(n+k) <£g 
(2n). 


b) Vn € IN* ,g (n) < U,< g(2n)? 


On a pour tout n € IN* et pour tout k € {0, 1,2, 
ND} , g(n) <g(n+k)< £g (2n). 


alors S'ei < Yst +k) < Y a 
alors (y+1)g(n) < 5 g(n+k) <(n+1)g(2n) 


alors g(n)<—— Y g(n+k)< g(2n) 
n+l tz 


alors ig (n) SU, < g (2n). 


On a g est continue et strictement croissante et 
réalise une bijection de [O, +00[ sur [0, 5 [ 

| m 
alors lim g(x) = — 

X>+ 2 


D'où Jim gin) = et lim n g(2n)= 


x+ 


Conclusion: lim ŲỌ, => et la suite U converge 


x> +00 


T 
Vers = 
2 


2ème méthode pour calculer lim 1 g(x) 


Ona lim g(x) = lim Ze|+ Er )=Ž 


X>+ +0 2 


NY SE PERFECTIONNER 


E i 
Soit la fonction f définie sur Z = HA 
2 2 


par f (x) =tg(7 x) 


— B Corrigé 


1) f estdérivable sur Ipour tout xef, 








(x-0)< a)-f 0s (x-0) 




















2 l 

fŒ) = 7 (1+tan"(7x)) > 0 r(1+x) 
f est continue et strictement croissante sur I alors f ORNE - > FE F -= 
réalise une bijection de I sur f (7) = |-%, +| alors f s] 15 
admet une fonction réciproque f définie sur J bare. PT < f7 (0) <— 
=IR. 

fa IR Conclusion : Pour tout ye si à 
‘+ ra est un bijection = 

TRE a a <= 

f est dérivable sur I 
On a a) Pour tout x>0, 

Vy el, f(y)=z(1+tan(>)) # 0 b) ss l D, 
alors f ` est dérivable sur J=f(I)=IR 7 T +x?) z(1+ D. t-a 
Pour tout x EJona: Zalk 7 sati -> <0 
(O= bog l m(l+x?) g0) m i x?) 8x) 

f'(») z(1+tan° (zy)) Ri 
=> < g(x)-g(0)<0 
Or f(y)=xe tan(ry)=x z(1+x2) 
D'où tout x EJ, ( E sarl j RS 26 g(x)— g(0) LA 
r(1+x°) CS x 

h im- 9 2 pre se, alors g est 

3) g définie par : g) =L œ% six >0 FA AA) Fa X 
i Ed dérivable à droite en 0 et g',(0) = 0 
0) = = 
g(0) = = 4) h définie sur ]0,+20 [ par h(x) = #- (z) 
X 
2) lim oira lim © f he f -f O) a) Calculer h’(x) en déduire h(x) en fonction de 
SR x—0" X — 0 Fai (x) 
b- dee i 
(pjo (car f'est dérivable à droite en 0) x 12 f (2) ona h=f'oU 
m y x 


D'où lim g(x)= g(0) d'où g est continue à droite La fonction U est dérivable sur Jo, +[ la fonction 
x—0* 


f7 est dérivable sur IR en particulier sur 
U (]0, +f) alors h=f"oU est dérivable sur 


]0, +00] 


en 0. 
b) Soit x € 10, +f 


on a f est continue sur [O, x| 


E a l 
on fest dérivable sur 0, x| Vx > 0,h'(x) = | f =) = (=) ( p ) (+) 
2 X X 





l 
| 
Soit £ € |0,x| on a -1 l -1 AN | 
| TL 1 due] A T à 
1<1+f sity é ae) Í 
% 
>r<a(i+i )<x(i+x) D'où h(x)=-f"(x)+k (kappartientIR) 
PR On OA ÉOEEACE 
z(1+x!) r(1+5) m 4 4 
il On a:  A()=-f>(1)+k alors = alors 


l 3 
"e 


Alors d’après le théorème des accroissements finis 
on a 


t=} D'où Aa)=-f a+ 


N 


——#,, Corrigé 


b)Montrer que Ch se déduit de Cf par une isométrie 
que l'on précisera. 





On a pour tout x>0, h(x) = piniad 
2 
garg ey 
où A:y=x Ona: Ch= i 08 05° s, or) 
5) Soit la suite U définie sur IN* par 
n k 
= =l AS 
Er 
a) Soit neIN*, kef{1,2,..,n) d’après 5)a) 


pour x =—on obtient 











m(n’ k?) o n 

alors n°’(n°+1) & M 
(n° +k’) a(n? +1) ai "ai an 
Ai 


ES 


alors -rE E k 
= +1) REJ xn 
b) SoitneIN*, ke{1,2,...,n} 


ona <r[£ SE k 


E +1) mn? 


Alors $ k JAA E] 
Hail e LU 


Alors l ; KES k Es à k 
































m(n? +1) ka] ti n2 ar Z 
Alors — a) a f r'(E)< 1 n(n+l) 

HPD & e Wj am 2 
Alors Rs < n+l, 

2a(l+n?) 27n 
c) pour tout ne IN*, +1) < i -ntl 


2#x(+n) ” 2an 


i 
1+— 
TP. AA IE 1 
n+ 27(1 $ n) nHO EEA M 1) 2x 
no 








143 
et Jim Las lim —— ‘ae 
nt 2an nt 27 27% 
alors lim U, _ 1 albors la suite (U „) converge 
n—>+0 27 
Vers —. 
27 


NY SE PERFECTIONNER 





F= se bo z 


1)a) La fonction y——>sin x est dérivable et 


strictement positive sur b z] alors la 
2 


fonction x —— -/sin x est dérivable sur b z de 
2 


plus fonction xX <œ Vsinx ne s'annule pas 


TT IT 
sur b z| alors f est dérivable sur b z 
2 2 


“eo Z| r=- 1e 


24sinmx COS x 


sin x 2 sin xysin x 


< 0 





b) On a f est continue et strictement décroissante 


m 
sur bz] alors f réalise une bijection de o a sur 
2 2 


(Dr 


c) On pose g(x)=f(x)-x 
vre b Z| AE ES V7 a 
2 


s0 





— Ma Corrigé 


On a g est continue et strictement décroissante 


Cf f | | l 
TI = i mme —3 md 2 j S OE NEED S S met 
sur [ož | alors g relise une bijection de b z| dur | | A 
2 2 a Si | 
int 7 DEC 
2 2 } x 2 | = | | | | 
- | z | 
Comme 0e (1-2, l'équation g(x)= 0 admet \ | 
su” MIENENRRS > 
ique soluti Ta l 
une unique solution x, € |0, 3 ris l 
Ona: f 1 z 3 3 | 
2 
TT T TT 
4 EEE VE f) f estelle dérivable à droite en 1 ? 
g| — |= = [jamm aM T2 = : ' eA, ; 
3 T Ona Cf admet au point M,'| 1, 5 une demi 
M- I . E E. z] 
One pet connie sor [E z tangente verticale dirigée vers le bas alors Cf 
4 3 n’est pas dérivable à droite en 1. 


g e(Z)xs(Z)<o AT: a 


D’après le théorème des valeurs intermédiaire on a : 


E, z| PAR 
x, € 


A 3 n a f est dérivable sur b m | 
d) La position relative Cf par rapport à A: y =x est 2 
donnée par le signe de g{x)= f(x) -x Pour tout y e lo 2 fP) #0 


Alors f "l'est dérivable sur (h z =li +00] 
5 G ? 


et que 
Et on a pour tout 


2 sin (y )4/sin y 


S'O) cos y 
] 


1 
Or f(y)=x— = X — Sin y = — 
\/sin y xX 


e |1,+| (7 J= — 














g(x) Le 
On a cos y+sin y =1 
Sur 10, x, | on a Cf est au dessus de A 2 . 2 | x-i 
=> cos y=l-sin y=1-—-— 
T x z 
Sur | X,, — | on a Cf est au dessous de À Jei 
2 Or cos y > 0 = cos y =—— 
x 


e ef =S (ET) A: y=x Pour tout x e |1, +æ], 


Kal 
_ 2sin(y)siny s EF E 


CE m et A 





— M Corrigé 

2) a) On a f réalise une bijection de Jo #. | sur 
f: 

[1,+oo[ 

Ona ne [1,+0] alors léquation f (x) = n admet 


une solution unique g, sur 7 , 
2 


Or f7 réalise une bijection de[1, +| sur 
# a] . ; 

0,— jet f est continue est strictement 
Z 


décroissante sur [1,+c0| 
alors f"([1,+c[) = | lim TOO (1) 


alors [im PET" (1) a b d 


Alors lim f~(x)=0 alors lim f '(n)=0 
alors lim æ =0 


X—+00 


Xy SE PERFECTIONNER 


T 
La fonction h définie sur Ho par : 


TTE 
l+ tan(x) 
1) a) La fonction x — 1+ tan x est dérivable et 


ne s’annule pas sur t 20) 


alors la fonction h est dérivable sur I. 
l+ tan? 
Vx e Zor H a 0 
4 (1 + tan x) 
On a h est continue et strictement décroissante sur 
L- SA J alors h réalise une bijection de 
4 3 


T 
——,0 [sur Æ y i i 
| 4 | (| o) Ws h(x)\ =[1, +| 
Gm in ae a 
a} f) l+ tan x 





] 
— = 40 
X DES 0° 


b) h: LE, 0 | 


dr 





het ASivableur Ze) 


mT 
Vy € -Zo hro +0 
4 
A ; m 
alors À est dérivable sur A (H o) = [1, +o0[ 


i (+tany) 


vaL )"x) = nO) TER 


l 
=xl+tmy=— 
l+ tan y x 





or A(y)=x—= 


2 
D'où (=) A A 
VESLO =a 


(1-1) x +(l-x) 2x7-2x+1 
X 
2) Soit la fonction définie sur ]-,0] 


ACCES (=) six 2 0 


X 
T 
(0) = -— 
4 


a) o(0)=-7 


alors lim” 


x0 


lim — =— = +00 


=)- m 
x + 


Alors lim g(x) = o(0) alors gest continue à gauche 


k Re 
I+ 4 


en 0 
En effet : 
On a h réalise une bijection de |- : o| tied alors 


h` réalise une bijection de [1,+oo[ sur 


m 
L-z, | alors 4” ([1, +] ) = Lol 
4 4 
D'autre part, h est continue et strictement 
décroissante sur | 7 a jette h ‘est continue et 


strictement décroissante sur pi +| i 


> K (ff) = lim a*a (0 | 
D'où lim k” (x)= r 
x + x—1 EE (==) 
z A = x 
p = h“oU 
* On a U est dérivable sur 7 = |, of 





— Mz Corrigé 


* On a: wepua ai 
X X 


alors U(x) > 1 alors U (>, of) = |1,+c0| 
D'où h ‘est dérivable sur y (]->, of) 


D'où gest dérivable sur |-00,0| 


Yx < 0,&'(x) = es (x ) (==) 


1 


otk- E2 aaea 


—1 -1 


CRE (su) 1 

C) Soit xe |, of 

ona: pest continue sur |x,0] 

gest dérivable sur ]0, x| 

Alors d’après le théorème des accroissements finis il 


existe un réel c e |x,0| tel que Se = p(C) 
ei 


D'où il existe un réelce{[0,x[tel que 
m 
ARA à A 
x  (c-1) +1 


Ona:x<c<0 si x—>0 alors € — 0 
lim p(x)=p(0) _ a >i — Í 


x—0 x—0 e (ei) +1 141 2 
D'où est dérivable à gauche en 0 et 
I 
ACU 
2 


3) g, définie m 4 par g (x)=h( is pour 
4 x 


tout entier naturel n non nul 


a) Ona g, est dérivable sur Hz 


Pour tout re |-Z,o| 0n a g (x)= vO- <0 


On a g,est continue et strictement décroissante sur 


l- r d alors g, réalise une bijection de l- l o| sur 


s.( -2.0 )- lim g, E = Ho, #| 


x — 
4 | 





Ona 0€ |, +| alors l'équation: g,„(x)= 0 


i T 
admet une unique solution &, sur l-z ; o 


n 
Ona g (a. )=0 & h(a,)+—=0 
a 


n 





l n & 
———— = -—S1+tan(e Bi 
I+tan(a ) a n 

04 
& tanid. =-——-1 
n 


b) Pour tout entier naturel n non nul 
+1 
Basi (æ)- En (a ) = En (a, )- 0 = h(a,) F n 


a 


n 





{res 2} Lee (a) 0+ io 
a œ Œ Œ 


n n n n 


Ona: Gy (a, ) < En (a) 


£,.. est décroissante sur H£d G Pa 


m m 
a, «Ed et e «Ed 
4 4 


> Alors la suite (a, ) est décroissante 


a) Ona la suite & est décroissante et minorée par 


-Z alors (æ, ) est convergente vers une limite £. 
4 


Ona <a <0—-7<4<0 
4 4 


Ona limga, =£ 
et la fonction tan est continue en £ 
= lim tan (a )=tan(/) 

D'autre part iM tan (a, )= im-%-1-0-1--1 


n> +n nio n 


D'où tan (£)=-1 or [-Zose-£ 


JT 
Conclusion : ( &, ) converge vers -—. 


V1 SUR LE CHEMIN DU BAC 


I. 
a) f est une fonction rationnelle donc elle est 


continue dérivable sur [0,+%[. Vx € [0, +0], on a 
4x(1+x°)—-22(22) 4x 


PS (1+x) (1+x2) 


— Ħa Corrigé 
X 0 +00 


T 





2 





. > 2% 
lim f(x) = lim — = 2 
z= +0 > ‘à 


alors la droite D: y = 2 est une asymptote 
horizontale à (C) au voisinage de +00. 





il x =2 
cgi 
3 É A:y=x 
i =2 
L Cf 
à 
2 p 4 3 4 5 6 7 8 9 


1) 


2) f est continue et strictement croissante sur 
|0, +00] donc f réalise une bijection de [O, +f sur 
f([0,+0[)=[0,2[. D'où f admet une fonction 
réciproque g définie sur J = [0,2[ 


b) (C) est le symétrie de (C) par rapport à 
D:y=x. 

2) a) 

J: [0, +| —>[0, 2[ bijection 


Me RE 


Treo =3 





À =% 6 2y =x(1+y) 


1+y 


F= re 
& 27° -xy =+e y 2-0 =x 


, x xX 
Sy = ys 
2—x 2—x 


Dh... . , OT y €[0, + 
=% 


donc ya = f(x)=g(x). 














II.1) 


1— cosx 
AZ) = ET = 008 x) =; mMm 
2—1+cosx 





2 





-«() car xe[0,x. 


2 
l Hy 
2)Vxe[0,r[,ona: woting (ž))o 


h est continue et strictement croissante sur [0, z| 





donc h réalise un bijection de [0,7 sur 
h([0,x[) = [0, +f. 
3) h: [0, z| — [0, +f une bijection 
t —> x 
h est dérivable sur [0, z| et yt e [0,7], 


al 
k= e | — ||#0 
2 2 


donc h* est dérivable sur A([0,x[ )=[0,+c[ 


Vx e[0,+«[ , on a: 


ä 1 1 
(Jw 
h '(t) Le (=) 

2 2 


or AG) =s ree (2) = x d'où (x) r 2 


1+x° 





4) Soit la fonction @ définie sur [O, +0 par 
TA | 
o(x)=h =) sixe ]0, +0 
x 


p(0)=7 
a)On ah réalise une bijection de 
[O, +00 —> [0, z| alors h ` [0, +00| = [0, z| 


D'autre part on a h™' est continue croissante sur 
[0, +| alors h” ([0, +0)) = G (0), lim 4° o 


D'où lim (x)=7x 


X +0 


| 1 
Ona lim— =+æ alors ima (2) 


x0 X x0 X 





— M; Corrigé 


D'où ø est continue à droite en o 


1 
b/ * La fonction x—"——est dérivable sur 


Jo. 14 


* La fonction x—>h4 '(x)est dérivable sur 
[O, +00] en particulier sur U (J0, +00|) = Jo, +f 
d'ou la fonction k oU est dérivable sur 10,+c0[ 


d'ou @ est dérivable sur 10,+c0| 


On a 
l Ad —] 2 —2 
v> ap |") (7 j(+]-=—- A 
X X F5 (2) x +l 


c) Soit x € |o, +00] 
on a @ est continue sur [0,x] 





ø est dérivable sur sur ]0,x[ 
Alors d’après le théorème des accroissements finis il 


existe un réel CE 10,x| tel que 





DA A ee ns sd CO) ME Je 2 
RS QE) Cestar = — 
x—0 x 1+c 
d)Ona 
. øx) … 9-7 . -2 
lim —————— = lim ———— = Jim ; 
x>0 X — 0 x0 © x—0° Il —— C 


(Ra c n'est pas constante elle dépend de x) 





= - 
= lim =-—2 (car on a 0<c<x donc si x — 0* on 
e> 1+c° 


ac—0") 
D'où ø est dérivable à droite en 0 et ø',(0) = -2. 
2ème méthode : 
. p(x)-p(0) _. p(x)-7 
On a limn ————— = lim —— —— 
x0 X — 0 x0" X 
Or il existe un réel CE 10, x| tel que 


gaj- T 2 
x ic 
Ona0<c<x=0<ce <x =1<l+c <1+x° 

















1 ji -2 —21 
= Ta -<1=-2< TE: = 
1+x 1+c Ite  1+x 
£ x)— —2 
D'où Lo S POI 2 
x 1+x° 
-2 x) — (0 
Comme lim z iha om a 
0 lx «20 x—0 





D'où @ est dérivable à droite en 0 et 


P'a(0) =- 


5) (U, ) défi IN par U = 
) ( „) définie sur par D 





a) Soitp€IN ona 
* h` est continue sur [ p,p+1| 


* h“ est dérivable sur | P. p+il | 


> 1+ p'<l+x*<1+(p+1) 








l l 1 
À 2 $ 2 s 2 
l4 ( p+ 1) l+x l+ p 
D'après le théorème des inégalités des 


accroissements finis on a : 








2 + | 2 
——— [p +)-p]< A (p+) -h (p) s —— ie +)- p] 
1+(1+ p) l+p 
a a a E 

1+(1+ p) l+p 
Conclusion pour tout peIN on 





2 
a—— <h (p+1)-A (p)< 
1+(1+p) 1+p 
b) Soit pe IN ,n e IN * 


2 


2 -i P 
PS h PDE 


1+(1+ p) 
A Fron- CR 
johisiti de k=0 k=0 
LD et Sn (p+D- SK (p) 
ro 1+(1+p) k=0 k=0 


= 2(U -1)<A (n)-h (0) 


HU, THOS car h` (0)=0 





2 
*K (p+) -h (p)< PE 
P 


sÈ r+- rs) 


alto 








> h` (n)-h` (0) < D 


Lo LED 





> FO <2[v. m. ) 
l+n 














— Ħa Corrigé 


Pourn= 0 





2 


l $ 
— h” (0) + 
z 


] ] 
<U, <—h`(0)+1 
nee À 
a ————— 
1 I 
inégalité est vraie 
Conclusion d'où pour tout neIN on a 
ay L <U, elpot 
2 n° +1 2 
c) * On a Va e IN 
n+l | n 1 1 
D) = > 0 


Uas zi U, a >. 


#01+p ltp l+n° 














alors ( U) est croissante. 
E- 1 
“Ona VnelN, U <—h (n)+1<—z+1 (car 
2 2 


#x>0,0<h (x)<x) 


Alors (U ) est croissante et majorée par 


l 
— 7 +1 alors converge vers une limite £ 
z 





a 


On pour tout n € IN yp (n) + 
2 n +1 


l 
<U <—r+1 et 
at 





-TT ll. 1 l 
m| —h (n)+ =n p0 
2 2 2 


220 


n +1 


Alors Pepe À a 
2 


2 
y SUR LE CHEMIN DU BAC 


] 
a a e e xe] 
-x -2x3 


A1) gest dérivable sur ]-3,1[. 


-3, | 


I 
(x -2x+3) 
7x E€ ]-3,1[, g'(x) More cer 
= 0% 43 
—2x —2 


—— 


J= —2x+3 


(-x° -2x+3) 
2x +2 


2(-x° -2x+3)V-x —2x+3 


osea 


>0 
Le signe de g'(x) est celui de 2x +2 






4 Cg 

H- 
P peme LL 

.? 3 
je ER] È Ch 
mr, r 
s 
‘ 
+ 
d 
ES a a a a Ed Dane as re ORALE LE RES SE RS ES RS SE a a x ag z 
+ < 4 EN 2 - 2 i 4 ` 


“1 


2) 


g est continue et strictement croissante sur [1 I] 


alors g réalise une bijection de [1,1] sur 


1 
g([-L1) “| Sd 
3) SA = 00) avec A:y =x et | la partie de 
A z relative à [—1, 1]. 
TET +) 
y FX 
i 


AE aae 7 
\J—-y" -2y +3 


l 
& -y -2y+3=— 





x 
2 
& y°+2y sis} ts 2 ; l>0 
x x 
+=] 4x ? =] 
<> y +1= ou y +1=- 
x 
à » 
sr 4x Le E 4x Lo 
x X 


Impossible car y d'écrit l'intervalle |-1, | 


— M Corrigé 


D'où y4%* 


y E Mia cd 
X 


4) ona: y =| l | + = l 
2cosx 2 

. -1 

a) Vx <a): | l J=- \ cos’ x 

2 2 cos x i 


2cosx 
1—cos’ x 
| cos? x 
i 
2cosx 


[sin? x 
COS" ZX : ; 
1 


2 cosx 
=—]+2sin x = 2sin x-1 


b) Yx Tl ; P(x )=2sinx —] 


Axel 
x 











=—]+ 





sin x 


—————————— 


COS x 


=—] + 2 cos x 











m 
la fonction “Ÿ est dérivable sur CE 


m 
Vx e nn ; F'(x)=200s3 >0 
Y est continue et strictement croissante sur 


7 AT Re PIOS TT 
Hl alors ¥ réalise une bijection de BS 
2 


ROER 


Í 
Comme Se [-1,1[ alors l'équation Y (x ) = 5 
T 
possède une unique solution & € o z| 


c) Ona: ¥ est continue et strictement croissante 


sur Hl alors Ÿ réalise une bijection de Ç zi 
2 


sur Y flo zl) EET] 


P: Hl >[-1,1[ 


t >x 


T 
Ona: ¥ est dérivable sur gl 





alors ¥~™' est dérivable sur W lo a = [—1,1[ 


yt e| 02 w =2 cost #0 


7! l = i 
P(t) 2 cost 








yx e[-1,1[; (#7 )'(x) 


x +1 
2 





Or on a: P(e)}=x & 2sinft-1=x & sint = 
Or cos? t +sin? t =1 => cos” (t) 


(1+x) 4-(1+2x+x*) 32-2543 
A 4 J 4 
x" 2x +3 


2 


zi- 


Or re bZ = cost > 0 = cost = 


raae 
B f {s ]=8 (x). e |-3,1| 
f (0)=0 


1) a(x )}=f (2sinx -1),x «+22 


Conclusion: (o`) x)= 


2 
a) x ——> 2sinx -1> f (2sinx -1) 
p =fJo¥Y 
* La fonction Ÿ est dérivable sur 7 = |- aA | 
22 


* La fonction f est dérivable sur |-31[=#(7) 
D'où ø = fo ¥ est dérivable sur I. 

Vrel,o'(x)= P'(x) f'(& (0) =2cosx g(¥(x)) 
=2cosx g(2sinx-1) 


2cosx 


\—4sin° x +4sinx —-1—-4sinx +2+3 


PA T | 2 cos x _ 2CoSx 


| Va-asinx 2V1-sinx à 


=] 





COS X 
t mm 
>0 


b) ona (2) (2snZ-1)=/ (0)=0 








On a: Yx e -2.7 io(x)=1>9(*)=x +k 
or o| Z]=0 alors Tip = 0 alors k mn 
6 6 6 


m m T 
d'où ve HZZ o(s) sg 
2 2 6 


 ——, Corrigé 
B OS RSS à :n2>2 
| n n+l 


a vaieli el 
£ n(n+1) n+1/  \n n+1/ Na n(n+1) 


Soit n > 2 
Dna:* f estcontinue sur | 























1 L| 
n+l'n 
* f est dérivable 1 D 

n 


"i J - Aionaf'(x)=e(x) 
n+l n 

l 1 

< x< — 

æ + | n 








2 est croissante sur [-1, I[ 
= [-1,1[ 

z +] 

— € [-1,1[ 


alors |) <g(x)< (2) 


D'après le théorème des inégalités des 
accroissements finis. 
Ona: 


Sr Pr me d agar a 


j TEE a PPA las D biere 
































lim =Q 
e DAT | 1 
b) ona: > img( JE 
lim g (x) = —= p À 
me V3 
i 
>o y (=) 1 
> img|—-|=—- 
An} +20 n 3 








€ ona: 





1 i 1 
lim el }-ox=0 
">e p(n+1) n +] 3 

et lim 


TAi 
nyt aa n 


Alors limU, =0 


n—+20 


“on 


VneN'\{l}: i el 
n+l 











ä n í| 
Jerv, < (2) 
n +] n 


n+l 











À n l 1 l 
On a: lim g = Disen 


i a. 








n I n+l 
PACA 


or #5) (2sin(a)-1)=p(a)=a-2 











. lim = 0 
Ona er eiin | l J=0 
iare T7 R 


; ; T I m 7 
D'où lmsS = im(a-2-()) =a-—-0=a-— 
n-on nee 6 n+l 6 6 


SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit la fonction f définie sur IR par: 


x+3-Vx2+1 ét 20 
f(x) = 1+x Po la 


1+ si x>0 
V1+ x? 


représentation graphique dans un repère 
orthonormé est € 





1/* f0)=1+-=2 


SE Re 
im xX} = Im 
x0 x>0 dilir 


lim f(x) = limx+3-yV\ x +1 =3-1=2= f(0) 


x>0 x0 


Alors f est continue en 0 


E ppt OI ae x +1—-2 


s0 X — 0 x>0 X 





=1+1=2= f(0) 


. gpfl-yr +i 
= lim —— 


x0 bs 
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l (x+1) (x +1) 
= lim ——— 
Ge x(x+1+ Vi +1) 


2 
= lim 


D) 
0 x 1+4V/x +1 


x 





LFX l 
-5 0 2 
ii f(x) — f0) a V1+x 
x—#0" We $) x—0° X 
ii 1+x-V1+x j; 2 
= lim —— == = lim- AA 
e o NIF a aja (1+x+vi+a ) 
=1 
D'où f est dérivable à droite en 0 et f',(0)=1 
On a f est dérivable à droite et à gauche en 0 et 
POS 
Alors f est dérivable en 0 et f’(0) = 1. 
b) f est dérivable sur |--c0,0[ alors Vx<0 , 


PR er ET 
2V x +1 Vx +1 
f est dérivable sur ]0,+c[ , vx > 0, 
pie (1+x)'V1+x -Vi+x '(1+x) 
(1+x!) 


es 2x 
VX — (1+ x) 


21/1 + x° 
1+x° 


(1+ )-0+x)x 1— x 





p 2(1+x)V1+x (sr )Viex 


Le signe de f'(x) est celui de 1 — x 








. lim f(x) = limx+3-1Vx" +1 =—0 


x-0 


l+x 


e lim f(x)= liml+ 
x +00 x +0 h E 








= lim 1+ 
xa 1 
x, | — +1 
2 
* 
#1 
x l 
= lim 1+ =1+-=2 
x +00 ] 
el 
x 


Alors la droite d'équation y=2 est une 
horizontale à Cf au voisinage de +00 


x x+3-Vx +1 3 i 
à L N aea E le 


e a be z=- 3 & re X X 





e lim f(x) = 2x = limx +3- Vx +1-2x 


= lim3- (Vx +1 +x) 


E San 


= lim 3 — =3=b 


l 
= Alix 
D'où D:y=2x+3 est une asymptote oblique à 
Cf au voisinage de —00 


DEEE PRET RE a Ta 
< 


$ 3 + 





2/ a) f est continue et strictement croissante sur 
]-%,0] alors f réalise une bijection de ]-x,0]sur 


f(e, 0]) = 1-2] = 9 

b) f:]-00,0]— ]-c,2] 

pa 

On a Yy e |-%,0[ f)=y+3-4y +1 et f(0) = 2 


alors Yy e |-,0] f)=y+3-4y +1 


— p 
— 





—Ħ Corrigé 


í — Pa © = 
JTO) xX ” e y rFl=x 


(y € >, 0] pE ]-%,2] 
- cn Aer al Lau 
x e |-,2| x e |-,2] 


(Nécessairement y+3-x 20 car si non 


y+3-x=4 y +1 est impossible et donc f n’est 
— < 


<0 >0 
pas bijective) 


(y+3y -2x(y+3)+x =y% +] 

Es 
y +6y+9-2xy-6x+x =y +] 
da 


2 
— — 8 
une quiet De a 


dd 6—-2x D 
dé j. 2] XE }, 2] 


B -=x +6x-8 x -6x+8 
P eaa l aA T 


6-2x 2x —-6 
Remarque : 
E (Ou à Yy e |-0,0[ f(y)=y+3-4]y +1 
—x +6x-8 
IE Ma d | 
6—-2x 
"Mma: f(0)=28 f'(2)=0 
i 6% #8 
AE —————— si x € |--00,2[ 
Conclusion : 2x -6 
FO 
C'est-à-dire pour tout xel]-«,2] on 
P x ig 
a:f (x)= ——— 


6—2x 
3) a) on a si 0<x<1— -1<-x<0—0<1-x<1 
s[i -a| x1 


D'où pour tout x de [O, 1] ona 
Se OS D 
(1+x°) irr (1+x°) lty 
b) On pose g(x)= f(x)-3x 
s est définie dérivable sur ]0,1[, vx e ]0,1[, 








g'(x)=f'(x)-3<0g est continue et strictement 
C a 
<1 


décroissante sur J0,1[ alors g réalise une bijection 
de  Joifsur (Joi) -leogo = 2-2, 
comme 0 e Jyž= 2,2] 


Alors l'équation g(x)}=0 admet une unique solution 


a sur 0,1] 
4) Soit U la suite réelle définie sur IN par 
1 
Mae 
3U a = f(U,) pour neIN 


a) Montrons par récurrence que pour tout 
ne IN ona U, e ]0,1[ 


"anast = SU, e 0.1] 
* Soit peN, supposons que 0< U <let 
montrons que 0< U „<1? 

On a: 0<U,<1 et f est croissante sur [0,1] 
alors f (0) < F) LF 
Alors 2 < f(U )<1+V2 

Alors 2<3U, < 1+4/2 


1+4/2 


3 





2 
Alors — <U,.,, < 
3 


Alors 0O<U,., «1 


D'après le principe de raisonnement par récurrence 
la propriété est vraie Vn e N 


b) m ona f est dérivable sur I = [0,1] 
Yx e [0,1],|f (x) < iļalors d'après le corollaire de 
Théorème des inégalités 
U, € [0, 1] accroissements finis, on a: Œ € [O, 1| 
|f (U,)- (œ| < 1U, -a| È BU, -32| < 1U, -a| 


— |[U 


n+l 


3 





U,-a| 





m Montrons par récurrence P 


ENJU -als =) ' 


1 0 
*ona: u,-a<(?) ? 


3 














u | ] 
areaal- e a 
2 


1 l 
—-a\<—<] 
2 


Alors P est vraie pour n = Q 


=y 








l] n 
* Soit neN, supposons que |U, — a <(+) 


Montrons que 








Ona: 


j ga ET 


D’après le principe J: raisonnement par récurrence 


“re 
LL, EEL 
m On a Yn eN,|U, - a| «(2 et lim =) =0 


-a|s -U 





n—+0 3 


car —1 << alors lim U, =a 


n—}+00 


5/S la suite définie sur ZN° par: S, = = TH, 


n? k=l 
c) VkeIN*, 
SU, -a) == $W, -— È ka 
n° kal k=] 
OPL E me a E a 
E n? 2 2n 
+1 
S ae De — a) 
2n n°? k=| 


d) * Yn e IN *,3” 22n ? Soit n e IN * d'après la 

formule de binôme on a 

3" = (1+2) =r +CT +.. +C Z =l 2nt t2 
Bem 

alors VneIN*,3" >2n 

tyn eN T, 


aaa 





AYRU, - a) < DA, -a| 


n? ka 


n 


Eaa 














D et la À 1 
U-ai<(à) ds (Mais 
+ HU, -asis AU, els À; 

=] k=1 


le l 
— D KU -a| < — 
2 | p a 2n 


SEL, - als 


k=l 























n+l l 
— ON < — 
2n 2n 
*Ona VneIN*, 
n+! | 1 n +1 l 
S -a <—>-— <S -a <— 
2n 2n 2n 2n 2n 
n+l n+1 1 
DES SRE to 
2h 2n 2n 2n 





; n+1 1 E: l D. 
lim & -— = lim ~| 1+— | -— =— 
n—>+0 2n 2n n+0 7 


et lim Del, Je Zii 
n—}+00 2n In n>? 


alors que la suite S converge vers p 
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Fonctions primitives 


I) Résumé du cours 
À) Définition 
Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. 
F est une primitive de f sur I si et seulement si F est dérivable sur I et pour tout réel x de I, 


Ex) = (D); 

Théorème1l 

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I. 

Théorème 2 

Si une fonction f admet une fonction primitive F sur un intervalle I alors f admet une infinité 
de fonctions primitives sur I et qui sont toutes de la forme F + c où c désigne une constante 


réelle arbitraire. C'est-à-dire l’ensemble des primitives de f sur l'intervalle I est {F +c; ce R}. 


Théorème 3 
Etant donnés un intervalle I, un réel a de I et un réel b. 
Toute fonction f continue sur I admet une unique fonction primitive F sur I telle que F(a) = b. 


B) Opérations sur les fonctions primitives 
Théorème 4 


Etant donnés deux fonctions continues f et g sur un intervalle I de R et deux réels a et B. 


Si F et G sont respectivement deux fonctions primitives de f et g sur I alors (a.F + B.G) est une 


fonction primitive de la fonction (a.f + 6.g) sur I. 


C) Fonctions primitives des fonctions usuelles 


Test intervalle de Fonction f définie Fonctions primitives F de f 
sur I par DA" UTE nies sur I par 


xba;(acR). Xe ax+C; © xpa (eR) 


Te es 
ER T EN 

n+1 
FA AR PONT N a 
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x 
T 1 
R\{+kn, keZ} RÉ a x> tex+c ; (CER). 
1 
R \{ kr, keZ} M” XH-cotex+c ; (cCER ). 


x> cos(ax+b) 
fe (aER'etbeR) 


x+ sin(ax+b) ; 1 
R (a ER'etbeR). x+>-cos(ax + b)+ c; (cER ). 


R \{x ER tel que 














a E arb] +c; (cER). 
a 























x> 1+tan?(ax+b) ; 
(a € R*etbER). 


se pnlarthiat ; (CCR ). 
a 


ax+b = z tkn, keZ} 







R \{x ER tel que 
ax+b = kn; keZ } 






x> (1+cotan2(ax+b)) 
(a € R'et bER ). 






x> ER TT A +b)+c ; (cER). 
a 
D) Fonctions primitives des fonctions usuelles 


Į est un intervalle de R tel , Fonctions primitives F de f 
Fonction f I 
niao sur 
u et v deux fonctions 
w U’+y’ U+V +C; (CER). 
dérivables sur l. 
i " au’; a réel. au +C; (CER). 
u une fonction dérivable sur 1. aan ( J 
u et v deux fonctions ; 1 
done! E 
u une fonction dérivable sur I uun; n EZ\{-1} 1 uni +c; (cER). 
et ne s annulant pas sur l. n +1 
u une fonction dérivable et ne w = +c; (CER) 
s'annulant pas sur l. u’ g ~ | 
” w Vi = S 
u une fonction dérivable et ne E 1) —+c;(cER). 
s annulant pas sur l. g" (n-1)u” 
u une fonction dérivable et u yA A (cER) 
strictement positive sur I. Ju | 
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u et v deux fonctions 
dérivables sur I et v ne 
s'annulant pas sur l. 


u et v deux fonctions telles 
S 7 wW vou)+c;(cER). 
que vou soit dérivable sur I. ( ) ( ) 


E) Exemples de calcul de fonctions primitives 
Exemple 1 


Une primitive de la fonction f : x > 3x° 1 sur |0, +) est la fonction 
X 





5 A E , Cr 
F: xx’ ->x -x-21x+c où c désigne une constante réelle arbitraire. 
2 


Exemple 2 
Soit la fonction f : x} x(1-x°)}. 


1) Enposantu(x)}=(1-x°), vérifier que fx)=-Zu' fuco] } 
2) En déduire que la fonction F: xb (x) +c; où c est une constante réelle, est une 


primitive de f surkR. 


Exemple 3 


Soit la fonction f : x ns 
Jx +1 
u (x) 


1) En posant u(x)=(x° +1), vérifier que f(x)= 
) p (x)=(x° +1) que f(x) WET 





2) En déduire que la fonction F: x+>./x?+1+c; où c est une constante réelle, est une 


primitive de f sur R. 





Exemple 4 
Soit la fonction f : x+ us 
(x° +x—2) 
1) En posant u(x)}=(x"+x-—2), vérifier que f(x)= i J 4 
u(x) 


z 2 z —2 ` z 
2) En déduire que la fonction F: RE PER AL où c est une constante réelle, est une 
X°+x— 


primitive de f sur |1,+00|. 
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Exemple 5 
15x° 


[5x 


1) En posant u(x)=5x* , vérifier que f(x)= 
Jux) 





Soit la fonction f : xH 


u (x) 





2) En déduire que la fonction F : x> 2,/5x° +c; où c est une constante réelle, est une primitive 
de f sur |0,+00|. 


Exemple 6 
Soit la fonction f : xH>(2x+1)cos(x* +x+1). 


1) En posant u(x)=(x"+x+1) et v(x)}=sinx , vérifier que f(x)=u'(x)x(v'ou)(x) . 


2) En déduire que la fonction F: x+>sin(x*+x+1)+c; où c est une constante réelle, est 


une primitive de f sur R. 


Exemple 7 
Soit la fonction f : x (x? +1)’. 


1) Montrer que f(x)=x° +3x" +3x° +1. 


2) Déterminer alors, la primitive F de f sur R s’annulant en 1. 


Exemple 8 
Soit la fonction f:xH>cosx-cos°x. 


a) Justifier la continuité de f sur R. 


b) En écrivant cosx=(1-sin?x)cosx, vérifier que f (x)=u'(x).u*(x) où u est une fonction 


dérivable sur I = ]0, n| et trouver alors, une primitive F de f sur l'intervalle I. 


II) Exercices 


Y FAUX OU VRAI 


3 
ii e r (4) a pour primitive F : x œ> (24) 


à 1 2+10 S ; à 
2) Les deux fonctions : F :x > se et G:x1> "= sont deux primitives d'une même 


2Xx—3 2x —3 
fonction f sur ei 


3) La fonction x + 2c0s[ x +) est la primitive de la fonction x+ V3cosx-sinx qui 


; T 
s’annule pour x EL 
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est une primitive sur IR de la dérivée de x> V1+x° 


2 
xX 
Arka foncion o= = 
) 1+41+x? 


5) Si F est une primitive sur IR de f alors x> F(2x) est une primitive de x+ f(2x) 


ZV APPLIQUER 


Pour chacune des fonctions f suivantes, déterminer une fonction primitive F sur un intervalle 


que l'on précisera : 
X+1 


(x2+2x+5) 


8) f:x->(2x+1). 


1) f: xx’ 5x2 42 7) Exe 
X 


2)f:xr 





e 9) f: x cos(2x +). 

3) f: x (2x-1) (x -x-4) r 

4) f: x (Vx-2)(Vx +1). 10) ne mr | 
5) f:x (x* -1)(x-3x+5) 
2x +1 s 


4x? +4x+5 | 12) f:xh : 
J1+x 


\3/ APPLIQUER 


Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 4x et la fonction F définie par : 





11) f: x} (cosx)xsin’ x 
6) f:x}> 





F(x) =x4+2 six>0,F(x) =x4-2six<0 


F est elle une primitive de f sur R ?. 


wW APPLIQUER 


Soit la fonction f :x (cosx)x(2sinx—1) 


Justifier l'existence des primitives de f sur R et déterminer la primitive F de f qui s’annule en 


Soit la fonction f:x cos? x-3cosx+2 


1) Vérifier que pour tout x réel on a : f{(x)=—(cosx)xsin”x—2cosx+2 


2) En déduire la primitive F de f sur R qui s’annule en To 
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\6/ APPLIQUER 


Soit la fonction f:x 5sinx + 3sin°x 





1) Calculer f’(x) et f” (x) pour tout x réel. 


2) En déduire l'expression générale des primitives de f sur R. 


Te NAN 


x? —3x° +3x 
(x-1) 


1) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x appartenant à l'ensemble de définition de 


Soit la fonction f:x+- 


fon ait feet A 
(x-1) 


2) En déduire une fonction primitive de f sur l'intervalle |1,+c| . 


APPLIQUER 


Soit la fonction f: x} sin(3x)xcosx 


1) Montrer que pour tout xER, f(x) == [sinfaz] +sin(2x)| 


2) En déduire la fonction primitive F de f sur R qui s'annule en t. 


y SE PERFECTIONNER 


mai 1 j 
On considère la fonction f:x+->—— pour x appartenant à Jo, n| ; 
sinx 
1) Etudier et représenter la courbe (Cf) de f dans un repère orthonormé. 


2) Soit g la restriction de f EL 


a) Montrer que g réalise une bijection de ES] vers un intervalle J que l’on déterminera. 


b) Etudier la dérivabilité de gt sur J et calculer 
(g-1)(x) lorsqu'il existe. 





c) Déterminer une primitive F de la fonction k :x}> 


1 3 
sur|—,+00| . 
A F | 
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p SE PERFECTIONNER 


1 


Soit f une primitive sur R de l'application u qui à tout réel t, associe du TNT et 
—2t+ 





z l'application de l'intervalle I= EZ dans R définie par : g(x)=f e | 


1) Prouver que g est dérivable sur I. 
2) Montrer que g est une application affine. 
3) Calculer f(1) - f(0). 


3 SE PERFECTIONNER 


Soit la fonction f:x 3sinx-2sin? x 
1) Trouver deux réels a et b tels que la fonction : 
x+ acosx+bcos* x soit une primitive de f sur l'intervalle [0, r]. 


2) En écrivant sin” x =(1-cos’x)sinx retrouver une primitive de f sur ]0, n]. 


2 SE PERFECTIONNER 


Soit la fonction 
f :]0,+c0[ >R 
x + 
X 
1) Montrer que f admet une primitive et une seule F qui s’annule en 1. 
2) Etudier le sens de variation de F, en déduire que : 
vxe|0,1|, F(x)<0 et 
VxEe ÏL,+o0, F(x) > 0 
3) Soit H(x) = F(ax) pour x > 0; 
(où a est un réel strictement positif donné). 
a) Montrer que H est une primitive de f sur ]0,+f. 
b) En déduire que F(ax) = F(a) + F(x). 
c) Montrer que FC) =F(x)-F(a). 


4) Déterminer, à l’aide de F, la primitive G de la fonction 
g He, of >R 
1 etquis’annule en (-1). 


X 
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NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


A) Soit la fonction f:[0,+0[ R 


1) Prouver l'existence et l'unicité d’une primitive F de f sur [0,+00[ s'annulant en 0. 


2) On pose pour tout x € CE K(x)= F(tgx). 
a) Montrer que la fonction K est dérivable sur oi et déterminer K’(x). 


b) En déduire que pour tout x € Gi 
2 


K(x) = x puis calculer FCÈ) et F(1). 


3) On pose pour tout réel positif x, 
1 
ea ES Com D à P. 
1+x 


a) Montrer que U est dérivable sur [0,+x[ et calculer U”(x). 


X 





x+2 


b) En déduire la valeur du réel F(Z) + PC ). 


B) Soit g(x) = - f(x) 
1) Montrer que g admet une primitive et une seule G sur [0,+| qui s’annule en 0. 


2) Soit la fonction : 


T 
r:bž|>r 
2 


x> T(x) = G(cotgx) 
a) Montre que T est dérivable sur bz et déterminer T ’(x). 
b) En déduire que : vx bz] T(x)=x-—. puis calculer G(1) et G(V3) 
2 2 


3) On pose : vxe[0,+o, vo 613-617 
X X+2 
a) Montrer que V est dérivable sur [0,++[ et déterminer V'(x). 


b) En déduire que : ct =)+6(2) n° 
4 5 4 
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FAUX OU VRAI 





1} Fa 





6) 
x |—+] 
3 


2) Vrai : F(x) - G(x) = 3 





3) Vrai 
x? 
H Vrai: VLE -a 
1+-4V1+ x2 

5) Faux: une primitive de x> f(2x) est 
rh LE (2x) 

2 

\27 APPLIQUER 


1- f(x) = x° -5x° 12-5 ; 


6 

EX 5 2 3 
F(X)]=—-—x" +2x+— ; I= 10,+0 
(x) 6 3 X 


Ji 3 
2. f(x)=x =, F(x)=X 42, 
X aie À 


I= |-c0,0| 
3- f(x)=u'(x)[u(x)] où u(x)=x?-4, 


paj- Een 


& f(x)=x-\x-2, Fa) -2x 

, 1=]0,+c0[ 

5- f(x)=(x°-1)(X 
= 23x71) -3x+5), 


HIR, 


-3x +5) 


F(x)= CE —3x+5) 


e file 2X+1 1 8x +4 
4x? +4x+5 2 2/4x2+4x+5 


F(x)= NE +445 ,1eir 


2 
X 
ux : une primitive de f: x > +1 est F: 





x+1 —(2x +2) 
T ART Eag Fax+ U8 F25] 
1 — 
E ET: Lie 


e f(x)=(2x41) => A2x+1ÿ, 
FCX)= (2x + R 


9- f(x)=cos(2x +2), F(x)=5sin(2x +2) 
; ITR. 

10- Ce cos Ve —1}) de la forme 
u'(x)cos[u(x)|;u(x)= 1x? -1 
F(x)=sin(Vx? -1);1- |L, +f 


F(x)= 





11- f(x)=cossin x : sin” x 





; ISIR. 





F ne peut pas être une primitive de f sur IR, 
F n'est pas continue en 0 (elle ne l’est pas donc 
dérivable) 


y APPLIQUER 


f(x)=cosx(2sin—1), f est continue sur IR, elle 
admet alors sur IR une infinité de primitives de la 


LOF. | 
forme Piaje lnI] :cElR 


H jais clear 
2 4 4 
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pe: 1 1 
F(x)=7(2sinx-1) -7 est la primitive de 1- Du Fo eee ee 
f telle que E, 2- Une primitive F de f sur ]1,+c0| est 
2 Me) y? 1 
X]=—-Xx- 
2 x—1 


N7 APPLIQUER 
1- \3/ SE PERFECTIONNER 
f(x)= cos" x -3cos x +2 = cos” x —3cos x —2C0S x +2 


=_cosx{1- cos” x)—2cos x +2 1- On rappelle que Ya,bEeIR ; 
2 sin(a+b)+sin(a-b)=2sina.cosb 
—=—COSX Sin” X—2COSX +2 








s 1 
in? D'où sina.cosb==|sin(a+b)+sin(a—b) 
2- Plxl= 2 X 2sinx+2x+c,c e IR 3l | 
3 Ainsi : 
1 1 7 l bpa 
aru o annie sin8x.cos x = (sin(8x +X] tsin xx] 
sin? xX 7 lr 
F(x)=- 7 —2sinx+2x +R => [sin(4x) + sin(2x)] 


2- Une primitive F de fsur IR est: 


\5/ APPLIQUER F(x)= Lq- cos 4x -7c0s 2x)+c 
a or ebar 
f(x)=5sinx+3sin x à : 


1 1 3 
1- f'(x)=5cosx+9cosxsin x FRE T 





f"(X)=-Ssinx+( — sinx.sin” x +25inx.COS X.COS x) d'où F(x)= = cos4x 7 c0s2x +$ est primitive de f 
=—5sinx —9 sin? x +18sinx.xos"x sur IR telle que F(x)=0 
D'où 
Osin x=-5sinx +18sinx.cos” x — f "(x 
ji J SE PERFECTIONNER 
Donc 
T ET PE ME 1 
3 i 3 f(x)=——, xe lón]; 
sinx 
2) l'expression générale des primitives F de f sur IR -COSX 
est de la forme : f(x) = 
Lg 
5 cos? 1 SIN X 
F(x]=-Scosxr cosz=6 SF te ,CEIR 1- 


2-a- g est continue et strictement croissante sur 

5 T E 

F(x)=-5cosx+—cosx—2C0S X——COSX 
3 3 





T 
Za: elle réalise alors une bijection de Zan 
| 


_3cosx.sin x+c;ceIR 
F(x)=-5cosx-2cos"x-3cosxsin x+x;celIR. sur = [5x J-la 
2 


$ sin? x 


Jg O) g(x) cosx 








V/ SE PERFECTIONNER b) g'(y)= 


x? -3x°+3x 


(x-1} dp =IR/{1} 


f(x) 


— E, Corrigé 


1 1 
or gfx)=ye—=>yesir X=— et 
y 





sinx 
1-cos? x= ecos? x=1- À > cosx =- H—< 
Y y W 
2 
d'où : -1 r > =i 
e a -= 
EN E ea Ada E a. 
y 
—1 





Ainsi: Vx>1,(g"J(x)' = 


x? -1 
c) >=. k(x)=-(99"(X), d'où une 


a. À 3 
Jrimitive de K sur 2 ; +00 est 


f Tale cal, 


y SE PERFECTIONNER 


fune primitive sur IR de : 





1 
EE — © — 
mis ET 
T 1+tgx 
: |-—,— >IR ; xe g(x 
À 7” E| g(x)= FE : ie | 
1+tgx 
- Ọ:X> est dérivable sur I et 
p(1)=IR 


est dérivable sur IR (f est une primitive sur IR de 
I) 


lonc g=fop est dérivable sur I comme 
omposée de 7 dérivables. 


- Vrel, g) = (1+ UE) 
1 
SCHo iI- nme ee 
[Et | [28 ) 1 
2 2 
= (1+tg’x) - 


z(1+tg’x+2tgx)-1-tgx+1 
- la stg x) aM =1 
2 1+tg"x+2tgx — 2 —2tgx +2 
où Vxel, gfx)=x+c,celR 


insi f est une application affine 


ner 
3 Z= f| — -a 
ii es 1-1 
at-T)- al- =f )=f(0) 
D'où 


FO FOIE “à g(-)=7 Rec Ho tge 


NY SE PERFECTIONNER 


f(x)=3sinx-2sin° x 

Soit F(x)=acosx+bcos* x définie sur [0,7 | 
1- F est dérivable sur |0, n | et 
F'(x)=-asinx-3bsinx.cos" x 
F'(x)=-asinx-3bsinx(1-sin° x) 
F'(x)=(-a-3b)sinx +3bsin° x 


F est primitive de f sur | 0, x | si et seulement si 


pdt LI 
2 


— 
5h20 bi 
3 


2- f(x)=3sinx-2sinx(1-cos x) 
=3sinx —2sinx + 2sinx.cos’ x 


|0, r | s'écrit : 


Une primitive de f 


COS? X 





2 3 
—3COS X +2cosx-2 m R X 


Ny SE PERFECTIONNER 


flx)= d définie sur 0, +| 
X 


1- f est continue sur J0, +|, elle admet alors sur 


cet intervalle une seule primitive vérifiant 
F(1)=0, 
3- VXx>0, H(x)=F(ax),(a>0) 


a- P'XHR4axest dérivable 


E 10,+00[ )= ]0,+00[ (a>0) 


Jo, +o et 
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F est dérivable sur 10, +| (primitive de f sur 


|0, +] ) 
d'où H =F 0 ọ est dérivable sur 10, +| comme 


composée de fonctions dérivables et 


E S E a E f(x) 
ax X 


Ainsi H est une primitive de f sur |0, +| 
b- On a H(x)=F(x)+c; ceIR (H et F sont 
deux primitives sur Jo, +00] de f, elles différent 


donc d'une constante), Or : 
H(1)=F(1)+ceF(a)=0+cc=F(a) 
Ainsi, H(x)=F(x)+F(a), 
F(ax)=F(x)+F(a) 


c'est-à-dire 


b- posons K(x)=F( sh K est dérivables sur 
a 
Pa| eK FEF, 
a a a 


= f(x) 


Le 
x 


a |e 


a 
X 


Je 


Q 


d’où K est une primitive de f sur J0, +| i 
d’où VX e |0,+] ; F(x)=K(x)+c, ceIR 


eFfa)=r(ž]+a 

Or F(1)=FC)+c-0& c=-F(2) 
ainsi S FC)=F(x)-F() 

Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


A) Tes 


1- f est continue sur IR, elle admet alors une seule 





T 
primitive F sur LE , vérifiant F(0)=0 


2- xelo -p K(x)=F(tgx) 





a) -i est  dérivable sur LE et 


(0,3) )-[0.+ et F est dérivable sur 


LE comme composée de fonctions dérivables et 
K'(x)=(1+tg"x)F'(tgx) 
=(1+tg°x)f(t9x) 
=(1+tg’x) 
1 
= À 
b) VX e|o, l, UEI ar 


donc K(x)=x+c;celR 
or K(0)=F(tg0)=F(0)=0 





+tg X 


donc Otc=0éc=0'vadoù velo Z|. 


K(xX]=Xx. 
J3 4 TT e TE DE.. 
ir A 
T T. T 
EAJ- AEN 


1 
3- x20, ma-r -ha = == 
1+x x +2 





Ọ: X> 


o([0,+f[) = [0, +] 


F o est donc dérivable sur [O, +00| 


est dérivable sur [O,+oco| et 


1 
W'XH——— est dérivable sur [O,+co| et 
X+2 


y([0, +f) a [O,+co[ 
Fo est donc dérivable sur [O,+co| 
Ainsi U est dérivable sur [O, +00] comme somme de 


fonctions dérivables sur [O, +00| 


1 2 X 
HO Tee LE er TE 
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-1 1 2 1 1 X 
S r a EN T a E V(x )=G(— )+G(— 
Gaf ana À paR wT 3) (x) Er. CG 
(1+xÿ TIRI 1 a 
a) comme dans A 3-a- , V est dérivable sur [O, +00| 
A rx}, 2 a et 
TA . IE. LA | à D HS, à , —1 
(i+x} (1+x) +1 (x+2} [zaar +X V'(x)= so m a 
| —1 2 
=—— + — "+ abimi at A 
K F2ZX+2Z  2[X F2x +2) +x} i 1 (x+2P En Me z 
Ainsi Ul x)= c;celR ;: Er (x+2Ÿ 
T 1 2 
U(0)=F(1)+F(0)-— RE PES DE 
hs be a os ut à 4 lrx +2x 2{(x*+2x+1) 
Donc : i jl s 1 x 
Igez- van. 1t +23 ir +2 
4 "2 Ainsi 


V(x)=cste=V(0)=G(1)+G(0)=-%+0=-7 


b) F)+FĊ)=U(1)= i 
1 3 T 
b) d TAT 





1 
& gtx = [(R]= 
152 
1- g est continue sur [0,+c0l , elle admet alors une 


seule primitive G sur [0,+cof tel que G(0)=0 
2- vxe [o z| T=(x)=G(cot gx) 


Cotg est  dérivable sur b 


cot ol) =[0,+0[ 


G est dérivable sur [O, +00| 


2 
2 


Ainsi T =Gocot g est dérivable sur =m : 


da o 
nn 2 J= . 2 
sit X L+CoCg'x Sin x 


b) vxe [o z| T(x] =1 done T(R] =F +E, 








sin x=1 





celR. 
Of: 


T T T T 
T(—)=G(cotg—)=G(0)=-0=-+cSc--— 
EF Corse JU) 5 = 


Ainsi VX e[0, +o], N(x }]=x- 7 
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Intégrale d'une fonction continue 


1) Résumé du cours : 
A) Notion d'intégrale : 
Le but de l'intégration est de calculer la surface délimitée 
entre la courbe et l'axe des abscisses. 
Aire du domaine associé à une fonction positive 


Le domaine associé : 
Nous appellerons domaine associé à une fonction 





f positive sur[a;b], le domaine édélimité par la 
courbe, l'axe des abscisses, et les droites d'équations 
x=a etx=b (a<b). 

Ce domaine est l’ensemble des points M(x; y) du plan tels 
que: a<x<b et O<Sy<f(x}) 

Unité d'aire : 

le plan étant muni d’un repère orthogonal (O, I, J), l'unité 
d’aire (u.a.) est laire du rectangle bâti à partir des points O, 
[et |. 

Si l'on a : OI=3cm et OJ=2cm alors l'unité d’aire est égale à 
6 cm’. 

Définition 1 : 

Soit une fonction continue (ou continue par intervalle) 
positive sur l'intervalle|a;b]. On appelle intégrale de a à b de 


la fonction f, laire du domaine associé à f sur l'intervalle 
b 

[a;b] exprimé en u.a, le nombre noté : f f(x)dx 
a 


Remarque : 


- Í : f(x)dx se lit : «somme ou intégrale de a à b de f(x) dx » 


- a et b sont les bornes de l'intégrale. 

- La variable ° x” est une variable muette, c'est-à-dire qu'elle 
n’est plus présente lorsque le calcul est effectué. 

- La variable x peut être remplacé par: t, u, ou toute autre 
lettre à l'exception de a et b. 

- Le symbole dx n’a pas de signification sinon on rappelle la 
démarche des concepteurs du XVIIe siècle (Leibniz). Il 
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signifiait à l'époque une quantité infinitésimale (largeur des rectangles). 
ii 
Exemple : Calculer l'intégrale suivante : J ~a -xįdx 


Le demi cercle de centre O et de rayon 1 a pour équation : x? + y’ =1. 


On en déduit alors que le demi-cercle de centre O et de rayon 1 pour y20 a pour 


équation y =V1-x°.0On en déduit que l'intégrale est l’aire du demi-cercle de rayon 1 soit 
Conclusion : f vi — x°ax = £ 
B) Fonction continue d’un signe quelconque : 


Définition 2 : 


Soit une fonction continue (ou continue par 


intervalle) sur l'intervalle [a;b]. 


- Si f est négative sur[a;b|, on a alors 
| f(x)dx =-4 

- Si f a une signe quelconque sur [a;b]. 
L'FCx)dx = A +4, ATAA +. 


C) Propriété algébriques : 
Propriété 1: Soit f une fonction continue sur un intervalle I alors : 


1) Vael ona: | f(x)dx=0 





2) Pour tous a, b et c de I tels que a<b<c,ona: LFCx)ax = [f(x )dx + |" f(x)dx 


Remarque: Ces deux propriétés résultent directement de la définition de l'intégrale en 
termes d’aire. 


Définition 3 : 
Soit f une fonction continue sur [a;b], alors : b f(x)dx=- Í l f(x)dx 


A partir de cette définition, on en déduit le théorème (admis) suivant : 
Théorème 1 : Relation de Chasles : 
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, contenant a,b et c, alors : 


| f(x)dx = L'FCx)dx + [° f(x)dx 


Remarque : 

Si une fonction est paire, alors d’après la relation de Chasles, on a : 
0 
a 


|? fldx=|° Food + |i f(x)dx 
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=| JO Jder | f(x)dx 
=2| f(x)dx 


Si une fonction est impaire, alors d’après la relation de Chasles, on a: 
a 0 Š 
[° FCodx = f° f(x)dx+ [ f(x)dx 
=-[" f(x)dx+ f f(x)dx 
=0 


Théorème 2 : Linéarité de l'intégrale 
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b, alors pour tous les 


réels a et B, ona: | (af +Bg)(x)dx=a [f(x Dax +B L'acx)dx 


Exemple : 
soit une fonction f continue sur [0,1] définie par : f(x)=5x°-3x. 


[ f(x)dx -5f x?dx-3Í xdx 
a 0 a 
Or on a vu par avec la quadrature de la parabole que : | x?ax == 
Quand à la deuxième intégrale, il s’agit de l’aire d’un triangle rectangle de côté 1 donc: 
| xax = à 
0 2 
On en déduit alors que : 
[f(x)dx =5xŻ-3xŻ=Żua 
0 3 26 
D) Inégalité et valeur moyenne 


Théorème 3 : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a j b| (a<b). 
1) Positivité : | 

Si f >0 sur [a;b] alors : j: f(X)dx 20 

2) Intégration d’une inégalité : 

Si f >g sur [a;b] alors: ü f(x)dx? [ g(x)dx 

3) Inégalité de la moyenne : 

Yx eļa;b], m< f(x)<M alors m(b-a)< | f(x)Jdx <M(b-a) 

Exemple : 


ay 
Encadrement de l'intégrale suivante : f ——— dx. 
EENM 


On encadre la fonction sur [0,9]: 
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D<x<9I 
D</x <3 
1<1+Vx<4 
1 


144 


Dn applique ensuite l'inégalité de la moyenne : 


1 %, À 
—{9-0)<| ———dx<1(9-0 
70-0) [dx <19-0) 


J 


dx<9 


< dx <9 





= | þet 





be i = 
E AN 

Théorème 4 : 

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a;b]. Il existe alors un réel ce [a;b] tel que : 


1 pë 
fle)=7— f, Fox 
— (Al a 
On pose alors : L=f(c) qui est appelée valeur moyenne de fonction. 


E) Primitive d'une fonction continue : 
Théorème 7 : soit f une fonction continue sur un intervalle I. soit un réel ael. La fonction F 


définie sur I par : F(x )= f f(t)dt 


est alors l'unique primitive de f sur l qui s'annule en a. 

Règles d'intégration : 

Du fait des règles de deriviation et de la linéarisation de l'intégrale, on en déduit les règle 
suivantes en reprenant comme constante d'intégration k=0 : 


F) Primitives élémentaires et règles d'intégration : 


Primitive de la somme [Cu+v) = [u+[v 


Primitive du produit par un scalaire Í (ku)=k fu 


n+1 





a s,s pi »? T n u 
Primitive de wu fu LE 
n+1 
n LI 3 u' u' 1 
Primitive de — nx1 | D r 
u u (n—1)})u 


u’ u’ 
Primitive —= => Ni 
Ju R- 


u 


Ba 


— B, Chapitre N°6 


G) Calculs d’intégrales 
1) Calcul à partir d'une primitive 
Théorème 8 : f est une fonction continue sur un intervalle I. F est une primitive quelconque de 


f sur I, alors pour tous réels a etb ona: | f(x)dx =F(b)-F(a) 
On note alors : F(b)—-F(a)= [F(x] 
Exemple 
1) Calculer l'intégrale suivante : f (x?-4x+3)dx 
2 
2 x° 5 
| (x° -4x+3)dx Ex +3 
E, 


= B_2x4+3x2 (2-3) Ra mate 
3 3 3 3 


ue x 


2) Calculer l'intégrale : [ FAST LS 
x°+ 
2 3x% 302 2X 
e E 
(X +1) 270 (x° +1) 





| | 1 1 | 6 
AL. x tij ‘208 5 


Intégration par parties 
Théorème 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur |a; b| et admettant des dérivées u’ et v’ continues. 


b b pa i 
Alors [ u(x )v'(x)dx =[u(x)v(x)] -f u'(x)v(x)dx 

a a 
Calcul des surfaces et des volumes : 
Théorème : Etant donné deux fonction f et g continues sur l'intervalle |a; b| l'aire du domaine 
délimité par les représentations graphiques de f et g et les droites d'équation x=a et x=b est, 
en unités d'aire, égale à : 

b 
| |F(x)-g(x)|dx. 

Calcul de volumes : 
Volume d’un solide de révolution 
Théorème : Etant donné une fonction f continue sur l'intervalle [a;b], le volume du solide de 
révolution engendré par la rotation, autour de l'axe des abscisses, du domaine délimité par 
l'axe des abscisses , la représentation graphique de f et les droites d’équation x = a et x=b en 


unités de volume, égale à : f n| T x)| dx. 
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Exemples : 
Calculer le volume d’une boule de rayon R. 


Une boule de rayon R est engendrée par la ratotion d'un demi-disque autour de son diamètre. 
Pour simplifier des choses, utilisons un demi-disque centré en O et dont le diamètre est sur 


: 2 2 < R? 2 LR2- y2 
l'axe des abscisses. Il est défini par h a 5 E a r "G0 y <VR?-x° 
y2 y 2 


Ce qui montre est sous la courbe représentant la fonction f :x+>VR?-x°. 


V= 1, n| f(x)? |dx= [. T( R° -— x°)dx = 2[ r(R?-x{)dx (fonction paire) 


3 
= 2x | (R? — x°)dx = zn rè E] = nR 





Calculer le volume d’un cône de hauteur h et dont le 
cercle de base a pour rayon R. 

Le cône est engendré par la rotation d'un triangle rectangle . 
le cours de seconde donne immédiatement une équation de la 
droit sous laquelle se trouve le triangle. Elle représente la 


fonction : f : x > Sy, 


V=fiz [f(x)| dx= Prxtax 
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R? pi PE] - R? h _ nRêh 





V=n—| x’dx=n— = T—X—= 
h? +0 h° F. 3 3 
En remarquant que mR? est l'aire du disque de base, que l'on désigne souvent par B, la 


formule devient : V = 5 i 
II) Exercices 
\/ QCM ; FAUX OU VRAI 


Trois réponses sont proposées dont une seule est exacte. Il s’agit de déterminer la bonne 
réponse et de justifier le choix ainsi effectué. 








t ğ 
1) dx = 
P (i+x) 
Réponse 1 : A; Réponse 2 : m Réponse 3 : El 
TN tt n 
2) |. sin (x° )dx = 
Réponse 1 : 1 Réponse 2 : 0 Réponse 3 : 27. 
3) La valeur moyenne de la fonction f définie sur l'intervalle [0;1]par f(x)= Ti est 
+X 
égale à 
Réponse 1 : -2 Réponse 2 : > Réponse 3 : on 
2 2 2 
V QCM ; FAUX OU VRAI 


Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une 
démonstration de la réponse choisie. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration 
consistera à proposer un contre-exemple. 


1) Soit f est une une fonction définie et dérivable sur l'intervalle [-1;1|, dont la dérivée est 
1 
continue sur cet intervalle. Si f(—-1)=-f(1), alors: Í tf'(t)dt = -| f(t dt. 


2) Soit f est une fonction définie et continue sur l'intervalle [0;3]. Si [ f(t)dt < [ g(t Mt, 


alors pour tout nombre réel x appartenant à [0;3] se FÜR IS gs) 
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7 ie 


On considère les fonctions suivantes définies sur l'intervalle I = [0 ; 1] par : 


= f(x)= 





1+x° 
2g(x)=1-> 
x 

K h(x)=1— 


1) Démontrer que pour tout x € I, on a : g(x) < f(x) < h(x). 


2) En déduire que pour tout x e I, on a: z [ f(x) dxs >, 


w APPLIQUER 


Calculer les intégrales suivantes : 


2a 3x 
a) Le cosx dx; bD) [x dx 3, €) [5.sin2x dx +. d) f 2 |cosx]| dx 
3 12 


\5/ APPLIQUER 
X 


Calculer les intégrales suivantes : a) [ Fr. dx b) f, (x +2)sinx dx. 
X+ 


\6/ APPLIQUER 


1) Prouver que : ['sin(t?)dt <2. 





X 


: dx <1. 
+X 


2) Montrer que : 0< [ 





V S’ENTRAINER 


La courbe C ci-contre représente dans ce repère une fonction f = 
T TI A 
définie sur -Z Z par :f{x) = tan?x. 


On note D la partie du plan délimitée parc, l'axe des abscisses et | F À F- Fy 


in 7 T 
les droites d'équations ar et z 
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1) a)Calculer [a f(x)dx. 
b)En déduire l'aire de D. 


c)Calculer la valeur moyenne de f sur [0 Ja! 








2) a)Montrer que : |* f*(x) dx + [ f(x) dx == 


b)Calculer le volume du solide engendré par la rotation de D autour de l'axe des abscisses. 


S’ENTRAINER 
dt 


Soit F la fonction définie par F (x) = f si a naaa 
2 Nt°-t+1 


1) Montrer que F est dérivable sur IR puis calculer F' (x) pour tout xe IR. 
2) Soit ọ (x) = F(1-x) + F(x), x e IR. 


a) Calculer ọ'(x) pour tout x de IR puis @ (5). 


b) En déduire que le point I E ; 0) est un centre de 


symétrie de la courbe de F. 


-1 1 
TF eni | 
N à al Ps, 


f(x) 


On donne le tableau de variation d’une fonction f définie 
et dérivable sur IR telle que /(0)=0 
On définie la fonction F qui, à tout réel x, associe 


FG = | fŒ dt. 

1) Déterminer le sens de variation de F. 

2) Montrer que :1<F(2)< 4 

3) Montrer que pour tout réel x> 1 ,F(x) 2 x -1.En déduire la limite de F en +o. 


4) Soit g la fonction définie sur [0,+c[ par : g(x)= i f(t) dt 
a) Dresser le tableau de variation de g. 
b) Montrer que la courbe représentative de g admet au voisinage de +œ une branche 
parabolique dont on précisera la direction. 


c)Tracer la courbe représentative de g dans un repère orthonormé (oi, j) 
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9 SE PERFECTIONNER 





2 
Soit la fonction définie sur par (Q ol par i fR- Jx- Ta 
X 


Dn désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O, i, j). 


1) a)Étudier les variations de f. En déduire que = f(x)<2, pour tout x € [1,2] 


1 
b) Montrer que l'équation f(x)=0 admet une unique solution a dans IR: et que : = Lg <1. 


c) Tracer la courbe (C) de f dans un repère orthonormé (ii, j). 


d) Montrer que f réalise une bijection de IR:sur J= [—2,+c0| 
e) On note h la réciproque de f. 


On désigne par (C’) la courbe représentative de h dans un repère orthonormé{(O:f, j). 


Tracer la courbe (C') de h dans le même repère (Oi): 


2) Soit H une primitive du h sur J. 
a) Montrer que Ho f est dérivable sur IR: et déterminer sa dérivée. 
b 
b) En déduire que pour tout (a,b) e IR}, on a b h(x) dx = f x f'(x)dx 
c) Calculer alors l'aire de domaine D limitée par : (C), (oi) et les droites d'équations : x =0 


1 
et x =— 
2 


3) Soit F la fonction définie sur [1,-+co[ par : F(x)= p > Ftit. 
a) Montrer que F est dérivable sur [1,+co[ et calculer F'(x). 
b) Montrer que pour tout x>1 ; ona: F(x)<2 LE 

X 


En déduire que F admet une limite finie 1 lorsque x tend vers (+00). 


c) Dresser le tableau de variation de F et donner l'allure de sa courbe (T°) (on prend L = ) 


3 SE PERFECTIONNER 


Le but de l'exercice est de calculer le volume 
d'une vase. Le vase est le solide de révolution 
engendré par la rotation du domaine D colorié 
sur le graphique de votre sujet autour de l'axe 
des abscisses et vidé de son intérieur. 
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Le graphique a été réalisé dans un repère orthonormé (O.5.J) d'unités 2 cm. 

1. Soit fı (x) la fonction définie sur l'intervalle [ 0 ; 7] par f 1 (x) = 2 - cos 2x. 
a. Calculer f' 1 (x) 
b. Reporter le tableau ci dessous sur votre copie et le compléter pour déterminer les 
variations de f1. 





On admet que la courbe représentative de la fonction fı est la courbe (C1) passant par les 


points A, B, C, D, E du graphique ci-dessus dans le repère (G,5,5) 


2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [| T;2 7] et dont la courbe représentative dans le 


repère oi) est le segment de droite [EF] du graphique de votre sujet. Calculer f2 (x). 


3. Le domaine D colorié sur le graphique est la réunion D1 et D2 où : 

ə D: est le domaine limité par la courbe (C1), l'axe des abscisses et les droites 
d'équations x=0etx= 7 

e Dz est le domaine limité par le segment [EF], l'axe des abscisses et les droites 
d'équations x= Tetx=27. 
On rappelle que si h est une fonction dérivable et positive sur [a, b] et si E est le 
domaine limité par la courbe représentative de h, l'axe des abscisses et les droites 
d'équations x = a et x = b dans un repère orthonormé, alors le volume V du solide de 
révolution engendré par la rotation de E autour de l'axe des abscisses est, en unités 


5 2 
de volume : V = r| (h(x)) dx 


a. Linéariser (cos 2x)Z. En déduire en cm? la valeur exacte du volume Vi engendré par la 
rotation du domaine D: autour de l'axe des abscisses. 

b. Sachant que la droite (EF) a pour équation y = (1/ 7 )x , calculer en cm? la valeur exacte 
du volume V2 engendré par la rotation du domaine D2 autour de l'axe des abscisses. 
c. Calculer la valeur exacte du volume V du vase en cm. 


K SUR LE CHEMIN DU BAC 


I. Soit F la fonction définie sur l par: F(x) = f ge i 
2 GS 143 
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1) Montrer que F est dérivable sur Lo zi et calculer F '(x). 





2) En déduire que pour tout x e o zi „ona: F(x jz 





01+7° 
Pour tout n de IN, on donne la fonction f, définie sur à M par : 
| 2(n +1 
sin (2(7n + sin(2(n+1)x) t sebz] 
L= sin x 2 
2n +2 Si X=0 


On poseu, =[2f, (x)dx. 


1) Montrer que la suite (u, i „w est bien définie et calculer u. 


n+l 
2) Montrer que pour tout n de IN, on a: u, —u, = mek En déduire que pour tout n de 
n+ 


(- D7 
IN, u, -2 


3) Calculer pourpelN, | ii. En déduire que pour tout n de IN, on a: 


D p e A 
=a EO a. 
- L+x 
2 


4) Montrer que pour tout n de IN, 
_ 2n+3 











u, —2 Re FE: . En déduire que (u,) converge 


m 
vers, 
2 





N.B : On donne : sin a — sin b = 2sin| 





Pour tout ke Z, sin (Z4 kr) = (-1) 
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N/ QCM ; FAUX OU VRAI 


js nl Oe 
UR (re à (i+x)  A4l(i+x) | 16 
2) f sin( (x )dx = 0 
Car (x bi sin(a ) est impaire 


3) La valeur moyenne m f sur l'intervalle 


[0; 1 | est E = f. dx . Or on ne 





01+ 3% 
connait pas de primitive de la fonction f. 
Mais on sait qu’une des réponses proposées 
est la bonne valeur. 


La fonction f est positive sur [0; 1 | donc la 
valeur de I est positive : on peut donc éliminer la 


vxe[0;1|, 


réponse 1, d'autre part, 


0< 





aa <1 d'après l'intégralité de la 
TX 


moyenne : 0 < | fat sl, 


T 
Or 277 on peut exclure cette valeur, 





finalement 1 = f 1 dx s 
TES a 4 
V/ QCM ; FAUX OU VRAI 


1. VRAI 
Soit f est une fonction définie et dérivable sur 
l'intervalle [-1,1/; dont la dérivée est continue sur 


cet intevalle. Si, alors : f | tf'(t Jdt =- f | ft dt. 
Ei -1 


On utilise une intégration par parties, pour calculer 


| tf'(t)dt 
On utilise une intégration par parties. Onpose : 
u(t)=t u(t)=1 


v(t)=f'Œ)  v(t)=f(t) 


Les fonctions u,u’,v,v' sont continues sur [-1;1/, 
dont la dérivée est continue sur cet intervalle. Si, 
alors : [” #f'{t)dt=-[" f(t)dt 

Or f(-1)=-f(1) donc f(-1)+ f(1)=0 soit 


L'uctat=-[" fttdt 
2. FAUX 


Soit f une fonction définie et continue sur 
l'intervalle [0;3]. Si i JC t)dt< | g(t)dt, alors 
pour tout nombre réel x appartement à 
[0;3] : f(x)< g(x). 

[ f(t)dt représente l'aire sous la courbe de f sur 
[0;3] si f positive sur [0;3]. 

[ g(t jdt représente l'aire sous la courbe de f sur 


[0;3] si f positive sur [0; 3| ; 





Si f est la fonction de représentation graphique le 


segment |CB] 

yx e[0;3]. flx)=-£x+2 

Alors 

[ f(t)dt -[ tsar] =-3+6=3=aire( ABC) 


Si g est la fonction de représentation graphique le 
segment [AD] vx e[0;3]; g(x)=x 


Alors a La + 
f d(t)dt -| ; | 5 = aire( ABD ) 
Onabien [* f(t)dt< | d(t jdt 


Mais f(1)=—2+2= 2 et g(1)=1 donc f(1)>g(1) 


Donc on n’a pas pour tout nombre réel x 
appartenant à [0:3] : f(X)S glx): 


N7 APPLIQUER 


1°) Pour démontrer les inégalités demandées, le 
plus simple est d'étudier sur [0 ;1] les fonctions : 
p(x) =f(x) - g(x) et q(x) = h(x) - f(x) 

Ona: 
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: + 


p(x)= f(x)-g(x)=— 5-14 
_2-2(1+x*)+x(1+x°) 
y 2(1+x°) 
_—2x*+x+x° 
AR) 
K X(x =1) 
| 2(1+x?) 
Quantité positive ou nulle pour x > 0. On a donc 


pour tout ne [0 ;1], p(x) 2 0 et donc f(x) > g(x). 
De la même façon étudions q(x). 
1 


a(x)=H(x)- f(x)= 1 
_2(1+x°)-x°(1+x°)-2 
2(1+x°) 
Fe. 
| 2[1+#) 
_x*(1-x)(1+x) 
2(1+x°) 





Ona: 

Pour 0 < x < 1, cette quantité est positive, donc pour 
tout ne [0 ;1], q(x) > 0 et donc h(x) > f(x). 

On a donc bien pour tout ne [0 ;1], g(x) < f(x) < h(x). 
2°)Les bornes étant dans le bon ordre (0 < 1), les 
intégrales sont rangées dans le même ordre que les 
fonctions. 


On a donc 


zT 3 
On en tire FL < £ x]dx< + 


3 ti 5 
et donc zl F(x) ES 


1 


0 


7 APPLIQUER 

) X e> xX? COS X est une fonction 2x périodique et 
1 

mpaire =] Cj cosx dx=0 


b) X |> |x| est une fonction paire 


>f ixl dx=2| |xl dx=2[ x dx=|[ x] =9 


c)JxXHsin2x est une fonction x périodique et impaire 


27 m 
— =+ m 

T 3 sin2x d=] 3 sin2x dx = | sin2x dx =0 
"A P 


d) X |> [cos X | est une fonction rx périodique et paire 


37 LS z 
[2 |cos xl dx = |, ?|cos xl ax = [ cos x| dx 
2 2 


-- 4fžcosx dx =4[sinx]? =4 


\57 APPLIQUER 


a) On pose u(Xx)=xet 
1 
=(x +1) 2.I vient u(x)=1 et 


vx) _ 54) 
ET 
v(x)=2Vx +1 


Les fonctions u, u', v, v' sont continues sur [0 ; 1]. La 
formule d'intégration par parties donne : 


Lam” =[2xVx+1] 2['@+1} dx 
X + 


Ainsi 








1 X 1 
i de | 0 
-2 2-2) 


2xVx + 1 | 226 + J 


0 


b) On pose U(x )=x +2 et v'(x)=sinx .Il vient 
u'(x)=1 et v(x)}=-cosx. 

Les fonctions u, u, v, v' sont continues sur [1 ; 2]. La 
formule d'intégration par parties donne 


2 z j x 
[ (x+2)sinx dx =[-(x+2)cosx] +] cosx dx 
Ainsi 


['Cx+2)sinx dx=[-{x+2)cosx]| +[sinx] =7+4 


\/7 APPLIQUER 


Dans les deux cas, les fonctions considérées sont 
continues sur IR, donc intégrables sur l'intervalle 
d'intégration. 

1 )Puisque 0 < sin(t°) <1 , alors 


AL 2 3 3 
i sin(t^) dt < f 1dt .Or [ 1dt=1(3-1)=2, donc 


3 
[ sin(t?) dt <2. 





X 
-_SXST. 


2) Puisque 0<x<1, alors: 0< 
1+x 


X 





D'où 0< | z 


1 1 
dx < | Idx. Or 
DET j 





— Ħa Corrigé 





1 
| 1dx=1donc 0< | a dx <1. 
à IFA 


N/ S’ENTRAINER 


1°) a) 


f f(x) dx = f tan” x dx 


= [itan? x +11 ax =[tanx-x|:. 
0 0 


4 4 4 


mT mT 

b)A (D) = f jå tan” x dx =2 E tan” x dx 
4 

(x => tg x est une fonction paire) 


TT = 
a tie ALERT 
>A (D)= 2( P : 


ni. = _4 7 
a P POLE 
4 
>m=4-1ja 
7T 
2°) 


[E Po de [* f de= f f +1) d 


T 


> 3 y |4 
= [#( tan? x +1) tan’ x a À == 


0 





3 
ne. 
(fu'ut =) 
b)v= z |4 f'(x) dx =27 p f?’ (x) dx 
4 


(fest une fonction paire).= 


v=2r[* f+ FX) f) dx 
= 27|" PCI + f(x) dx- 27 [* f(x) dx 


1 T 
=27r—--27|(1-— 
3 ( a 


= iA a ea e O A 
3 2 





S’ENTRAINER 


1)t-t+1>0carA=1-4=-3<0 

(t t°-t+1) est une fonction polynôme continue 

et strictement positive sur IR donc t > -=== 
Vt2-1+1 

est continue sur IR ainsi F est dérivable sur IR et 


1 
our tout de IR on a F'(X) = —s=== 
| d Jx -+i 


2) a)ọ(x) =F à + pt p'(x) = ni + 


F'(x) = -m 
qJ (1- bd ma x)+1 E -x+1 
te 2x +x2— pris mere —X+1 


-1 

rs di mes 

Ainsi, g'07=0, E e ES 
2 2 2 2 

1 

or F e. Pr donc) = 0 

b) ọ'(x)=0 donc (x)= c où c e IR pour tout x e€ 

IR or oZ) =0 


donc c =0 d’où (x) = 0 ainsi pour tout x eDs= IR 
on a (1-x) eD; et F(1-x) + F(x) = 0 


ji 
donc I (50 est un centre de symétrie de la courbe 


de f. 
V7 S’ENTRAINER 


1)F(X = L f(t) dt 


F la primitive de f qui s’annule en 0 >F' = f 









PRR 


2)F(2) = [ f(t) dt ; 
t<2 


O<t<s2—0<t<1oulis 


— Ħa Corrigé 
>o fO ou 19 s2 > 050 2 

> [lo dts f“ f(E) dts f 2 dt = 0 <F(2)<4 
3) Pour tout x2 1 

k X 1 2 

F(x) = [ f(é) dt = jÀ f(t)dt+ [ f{t)dt ; 


D<t<1 
= 0 <f{t) 


>0<f fdt 
Ls ta LA 
>Í dts 3 f(t) dt (2) .(1) et (2) 


x 1 X 
>| dt=x-1<f f(t)dt+ f f(t) dt 
D'où x-1<F(x) lim(x—1) = +00 


> lim F(x) = +00 


4) Pourtoutx>0 , g(x) = [ f(t)dt 


a)(x—> x?) est dérivable sur IR et fest continue sur 
IR donc g est dérivable sur IR, 

Pour tout xelR., g'(x) = 2x.f{x°) > 0. Or 0 <x? 

> 0 <f{x?) 


lim 69 = lim f f(t) dt = lim F(x?)=+00 





b) pour tout xz 1 ona: x— 1 <F(x) >x? — 1 <F(x?) 





=> 
x?—1 ` F(x?) 
X ù X 
ygt, lim ee = + 00 
2 X X—+0 2 
=> lim glx) = + 00 
X—>+0 X 


D'où la courbe de g admet une branche parabolique 


de direction (0, j ) au voisinage +. 





c) 





L SE PERFECTIONNER 





2 
X yt 2 
f(x) - f(0) (x +1) 
1)a) lim —- lim —— 
x—0 ” x—0* < 
x 2 2 
= lim, — -— r + — 
x>0 x  x(x+1) X 
2 2 
= +00 





il 
= lim - + — 
| 2 
x>0" 4x (x + 1) * 


Donc C admet une demi tangente verticale dirigée 
vers le haut. 


b) Pour tout X € IR f (x)= e 
2x (x +1) 
ois 2 
A D Ados iy 
j U? i (x +1) 


Ona0<x<2 est strictement croissante 


Donc À < 00 < << 


PEP A: 


2 
b) f est continue et strictement croissante sur IR.et 


f(IR,) = [|-2, +æ], Or 0 e |-2, +| 


Donc f(x)=0 admet une unique solution x dans IR,, 
de plus 


(S) =-0,18<0 

, donc nas À 
f(1)=— s 
(1) 5 


—B, Corrigé 


a hu pi ne R 
x X Xe X X(X+1) 
der 
xt /x  (x+1Ÿ 


Donc C admet une Branche parabolique de 


direction (O, i ). 





d) f est continue et strictement croissante sur 


[O, +00] donc elle réalise une bijection 


de[0, +] sur f([0, +q) =[-2 +q =J 
e) e = S, (C)avec A: y=X 
et 
f admet une demi tangente verticale à droite en 0. 
>h admet une demi tangente horizontal à droite en 
0. 
* f admet une branche parabolique de direction 
-> 
(O, Í ) au voisinage de +o. 
5h admet une branche parabolique de direction 
> 
(O, j ) au voisinage de +o. 
2) a) f est dérivable sur IR. et f(IR; )= 2, +0] 
H est dérivable sur J car H une primitive de h sur J : 
Or H2 +00] Lx) 
donc H of est dérivable sur IR, et pour tout 
x elR? (Hof)=f"(x)xH"(f(X) 
=f'(x)xh(f(x)) 
=XT hi 
ARa 
et (x+ 
f(b) 


b) fon Codx = [HOE 


-=H IGER o f(a) 
=[Hof(x)L =| xf '(x)dx 
c) C'est au dessus de L'axe (O, i) sur [-2, +] 
Ê f(1) 1 : 
donc À = |? h(x)dx = fe n(x = [ x.f'(xX)dx 


On pose u(x) = x—u'(x)=1 
v'(x) = FX) — v(x) = (x) 


Donc A =[x#(x)]! — f f(x)dx 


-t(0)-0-|x X+ £ | 
3 (x+1) 1, 











5 5 2 
EUR TO 
(1) = -ava aai 
1 5 2 2 
=—-—+— $ 
2 3 eva (a+1) 
6 2 2 
A=-> +7 + ua 
7 ah (a+1) 


3) F(x) = N (bd 


1 ‘ 
a)t > ra est continue sur IR* en particulier sur IR, 
t — f(t) est continue sur IR; n particulier sur IR. 
1 š 
Donc t — —-f(t) est continue sur IR, 
t 


x — X° est dérivable sur IR en particulier sur 
[1,+00[ cIR, et 1€[1,+oo1. 
Donc F est dérivable sur [1,+c0| 





et pour tout xE [1,+c[, F'(x) = (x -s aa OC) 
RE 
= FO0= xrar (VE - r me Lie x?) 
2 2 2 2 


= —{ X———— ll" —+# 
LÀ 


CE x. GE + 
b) et pour tout t € [1,+oo[, F'(t) <5 
x? i x? 2 
donc [ F'(t)dt <|, zit 
a 2 
donc F(t) < - a = Se + 2 


donc pour tout x E [1,+cl, F(x)<2- 2 
X 


— F Corrigé 


on a F(x) < 2 donc F est majorée par 2 et pour tout 
te [1,+00[ 
1 


x? < x° (x? +1sig 7 > NUIT 


ig 


Donc F est croissante et majorée par 2 
Donc F admet une limite finie L 


y SE PERFECTIONNER 
1.a. 


f(x) = 2 - cos(2x) 
fi (x) = 2sin(2x) 


/* 
K 


1. b. 


Y 





f1(0)=2-cos2x=2-cos0=2-1=1 
f1(4/2)=2-cos H=2-(-1)=3 

GA )=2-cos277 =2-1=1 

2. f2 la fonction définie sur l'intervalle | H;2 T] est 
une fonction affine puisque sa représentation est un 
segment donc fz ( x ) = ax + b où a et b sont deux 
réels à déterminer les points E et F de coordonnées 
(T;1)et(27 ; 2) appartiennent à cette droite donc 


H(H)=anr +b=1 
p(T )=a27 +b=2 


les nombres réels a et b sont solutions du système : 


mt (1) Pr: i -ar 
ns Vs 1 
Zax +b = 2 (2) aæ =1 (2)-(1) pa 


b=1-1-0 
41 _1 
a = — 
Æ 
haz Lx 
3.a. 


cos” 2x = ~ (1 + cosdx) 


(On utilise les formules de trigonométrie) 
n= ej (AC) dé 

= æfi (2-cor2x) dr 

a ef (4 -4 coa2x + cost 2r jéx 


LA (+ -46052x - = + cos4z))ax 


á saz -2sin2x - H + quner)] 
a tré APR 


i [+ |. us = P unem? = S6x1cm? 


3. b. 
V, = sf (hY dx = (is) a = cf} redr 
HE E 


-æ |= >fe] = uy 

















D TE? Lg pon- Sém? pee 
3 
3.C. 
2 2 2 
y =36g2 + 62? Séz _ 108z 4 56% e lóda? am? 
3 3 3 3 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


L F(x)= ia 


E xE LE 
Ji 2 


ji 
1. Soit : Í > 
C +) 


o est continue sur IR donc ọ admet au moins une 





primitive G sur IR. 
F(x) = G(tanx) - G(0) 





— My Corrigé 


(x tan z] est dérivable sur o zi 


G est dérivable sur IR 


a[lo.)) =[0, + c IR 


= F = G ou — G(0) est dérivable sur o z| 
F'(x)=(1+ tan?x)x (tanx) 


Etona: , 
=(1+tan2x)x 


VxEe LE 
2 


2. F'(x}=1,Vxe LEE F(x) =xX+c, 


l+ tan?x 7 


I 0 
vre| 02 or F0)=| pdt =0 es 0 


= F(x) =x, Vre o zi et par suite 


r(Z]- 2 
= 01+# 4 


sin(2(n+1)x) P xe bo z 
CE (x) = sin x "3 
2n+2 ge e 


T 
On pose u, = e f (x)dx. 
1. Pour que la suite (u, ) soit bien définie, il faut 
- s T 
que la fonction f, soit continue sur o z 


sin(2(n +1)x) 


mẹ Si xE bz alors f, (x) = - 
2 sin x 


(x + sin (2(7 + 1)x)) est continue sur IR en 


T 
particulier sur oz 





j TT 
(x e> sin x) est continue et non nulle sur b z 


l T 
= f, est continue sur b z) 





sin(2(n+1 
TTR R ae 
x—0* x—0* sin x 
sin (2(n + 1)x) 
mm = lim NE SEN = 2(n + 1) 
x—0° Sin x 
x 
=2n+2 =f (0) 


=> f, est continue à droite en 0 
s ; T , 
Ainsi f, est continue sur o. z| et par suite la 


suite (u, ) est bien définie. 

a, = [26 T [2 ROD gy 
= [ 2 2005 xs = Ti = 2 
2, 


=b 


,—u, = -ff „a @de- | 2£, (x)dx 


= i 7 (6,09 -E D 
sa | Z sin (2(n+2)x)-sin(2(r +1)x) z 


sin x 
a—b a+b 
; À cos | 

sin(2(n+2)x)-sin(2(n+1)x) 

sin x 

2sin(x)cos((2r +3)x) 

r sin x 
= 2cos( (2n + 3)x) 








Or sina -sinb = 2sin( 


-e Mu 7 | 2 2cos((2n +3)x dx 


— Ħa; Corrigé 


A Me: z 
eoa | sin ((2n+3)x) |; 


n 
2 i TT 
D. sin (@n +3) z) 


= in + 19 +) 
2n+3 2 


i 2 (1) 
ETE 











2(—1)" 


,VkeIN 
2k +3 


D Us, —Uy — 


Pour k= O0, U, —U, = 


2(-1) 


2x2+3 


a i 
"=i 2x{n-1)+3 


On fait la somme membre à membre, on obtient : 


Te Ts TE iya 
-U = 2 HS 262 
+7 DRE Dares 2k43 


1 —1)? 
i nage J Lyer 


M 12p+1 o2p+l 


2p+1 l 1 
3. [ x? dx = ia = 
0 2p+il j 2p+l 


n_f_1\P? 
U, = 9 ( 1) = 
020 +1 


> f CD” x?dx=2 f È CDR 


«al >) a = zj. IADE a 





Pour k= 1, 4, —u, = 


Pouřk=n- Lu, —u 











1 + x? EE 


NB: J (ay = 
p=0 


1-(-x2 Ft re 1)"x 2n+2 






































t dE 
4, u, 2] 
11+(-1)"x7" i dx 
mhap e eaj 
l Lure 
2n+2 
=2[ = = < Te 
01+x S 0 2n+3 
x a an 
lim E LE LEE x 
ne 27 + sub: lt 2 
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Logarithme Népérien 


I) Résumé du cours : 
A) Définition - Propriétés 
Définition 
On appelle fonction logarithme népérien la primitive de la fonction E > L) sur ]0, + | qui 
X 


s'annule en 1 
On notera In :]0;+00[ — R 

x — ln(x) 
Conséquences 


: m x dt 
e Pour tout réel x strictement positif, on a lnx = es 


e]n1=0 etln e= 1 où e z 2.718281828459....... 

e xe]0;+o[ ety =ln(x) &ye Rete =x 

e La fonction logarithme népérien est une bijection de ]0 ; +[ dans IR 
B) Equation fonctionnelle caractéristique 

Théorème 


Pour tous réels a et b strictement positifs on a :In(ab) = In(a) +In(b 


Conséquence 


Pour tous réels a et b strictement positifs on a : ne =-Îna;in à = lna -lnb ; Inya = 3 Ina 






Propriété 


* LA = . . * 
Si a, a, … a, sont n réels strictement positifs (ne N ), alorsin(a..a.. : 


-a ) = Ina, + lna, +.. + lna, 
C) Étude de la fonction logarithme népérien 
1) Propriétés 


e La fonction ln est strictement croissante sur ]0 ; +co| 
e Si x> 1 alors Inx> 0 et Si0 <x< 1 alors Inx< 0 
e La fonction In est continue et dérivable sur ]0 ; +c[ et on a ln' (x) =! 
e lim iInx=+00 et li In x = -co, 
X — +o x> p 


e Résolutions d'équations et d'inéquations 
Comme In réalise une bijection croissante de ]0;+œ[ sur R 





d 
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Pour tous réels a et b strictement positifs, a = b& In a = 1n b 
Pour tous réels a et b strictement positifs, a < b& In a< In b 
2) Courbe représentative 


lim. Inx = -0 
Sp 


La courbe C de la fonction logarithme népérien a pour 
asymptote verticale l'axe (Oy) 

La courbe a pour tangente au point d'abscisse 1 la droite T 
d'équation y =x- 1 

3) Autres limites 

Propriétés 

: im PU x = 1. lime 2] 


X— ne 





X— to X 





ə lim Inx =0* et 2) sisi = 0 
X> 


In x) e 
e lim l ) =0 ; lim x” (Inx) =0où m etn sont deux entiers naturels non nuls 





(Au voisinage de l'infini x l'emporte sur le logarithme népérien de x ). 

Interprétation graphique : 

On dit que la courbe a pour direction asymptotique l'axe (Ox) au voisinage de + 

4) Dérivée de In o u 

Propriété 

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle J, la fonction In o u qui 


à x associe In(u(x)) est dérivable sur Zetona: (Inou)'= T 


D) Logarithme décimal 
Remarque 
La fonction logarithme népérien est particulièrement intéressante du fait de sa propriété de 
transformation d'un produit en somme. Mais comme on utilise, pour écrire les nombres, le 
système décimal, on lui préfère parfois une autre fonction possédant la même propriété de 
transformation de produit en somme mais prenant la valeur 1 lorsque x = 10 (et donc la 
valeur 2 lorsque x = 100, la valeur 3 lorsque x = 1000 etc...) 
Cette fonction sera appelée fonction logarithme décimal. 
Définition 
On appelle fonction logarithme décimal et on note log la fonction définie sur ]0 ; +æ[ par 

log : ]0 ; +c[— IR 

Inx 
In10 





x Hlogx-= 
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Propriétés 
el0g1=0 et log10=1 ; 
e Pour tous réels a et b strictement positifs on a: 


log(ab) = loga +logb ; log + = - loga log” = loga - logb logya =3 


e Pour tout neZ, loga” = nloga 
II) Exercices 


W QCM ; FAUX OU VRAI 


Répondre par vrai ou faux en justifiant : 
1 


(x) 


Soit f la fonction définie par fO=5- D son ensemble de définition et C sa courbe 


représentative. 
a) On a D = ]0, +o]. 
b) La courbe C admet une droite asymptote en +o. 


c) Pour tout xe D,ona: fO<T. 


i 2 
d) Pour tout xe D, : FX) == + ——. 
) Pour tout xe D, on a: f'(x) E. 


V APPLIQUER (Primitives et In) 





1) Calculer la dérivée de la fonction f définie par f(x) = n( : i | sur |0 ; 3{. 


= 
2) a) Déterminer toutes les primitives de la fonction h définie par : «x)= a 2 i 
x? + 
b) Déterminer la primitive de h qui s’annule en 10. 
4) Déterminer une primitive F de chacune des fonctions suivantes qui réponde à la condition 
posée : 


a) faj- 3> et F(1) = 0. 
x^ +x+1 


D) Fe EEE T. 


sin x.COS x 
4) Calculer la dérivée de la fonction définie par f(x) = nl E ) ; 
5) Trouver une primitive de la fonction définie par : f(x) = a 3 
(42% ) 


2 
6) a) Montrer qu'une primitive de x> Da atha E ; 
X 
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En déduire l'ensemble des primitives F de f. 
b) Déterminer la primitive de f qui s'annule pour x = 1. 





\37 APPLIQUER (Résolution (in)équations) 
L. Résoudre l'équation : In(x2 —3x—2)=In(2x-—6). 
In x—in y=1 
2. Résoudre dans R le système : | SRRA EN 
x+y=2e 


3. Résoudre l'inéquation : In(1+x)—In(1-x) >In2x-In(1+x). 


W S’ENTRAINER 


1) La fonction g est définie sur ]0 ; +œ% [ par g(x)=2xVx-31nx+6. 


En utilisant les variations de g, déterminer son signe suivant les valeurs de x. 


2) La fonction numérique f est définie sur ]0,+œ[ par f(x)= a +x-1. 
X 





a) Déterminer les limites de fen 0 et +œ (en +%, on pourra poser X =4x ). 

b) Utiliser la première partie pour déterminer le sens de variation de f. 
3) Soit A la droite d'équation y = x - 1 et C la représentation graphique de f dans un repère 
orthonormé du plan. Montrer que A est asymptote de C et étudier leurs positions relatives. 
construire C et A. 


\7 S’ENTRAINER (Dérivation et encadrement) 


Le plan P est muni d’un repère orthonormé (0 : ï, j) (unité graphique 3 cm). 


Joe 0 
1) On considère la fonction définie sur [0,+{ par : _ 


f(0)=1 
Montrer que f est continue en 0. 
1)a) Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur [0,+«{ par 


2 3 
go=naso- x EE) 


3 
X 


2 
Calculer g(0) et en déduire que sur R+: In(1+x) fre.) 


2 
b) Par une étude analogue, montrer que si x>0, alors In(1+x)2> B 


eoe i 


c) Établir que pour tout x strictement positif on a E > 3 
X 


En déduire que f est dérivable en zéro et que f'(0)= E 
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3) a) Soit h la fonction définie sur [0,+{ par Kx) =- -n +3); 
X 


Étudier son sens de variation et en déduire le signe de A sur [0,+{. 


b) Montrer que sur [0,+{, f'(x) =. 
c) Dresser le tableau de variation de f en précisant la limite de f en +% 
d) On désigne par C la représentation graphique de f. Construire la tangente T à C au point 


d'abscisse 0. Montrer que C admet une asymptote. Tracer la courbe C. 


S’ENTRAINER (Logarithme+primitive) 
L'objet de ce problème est d'étudier une fonction à l'aide d'une fonction auxiliaire et d'en 
déterminer une primitive. 
Partie À 


Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]-1 ;++ [ par: f(x) = es —2In(x+1). 


1) Calculer f(x), étudier son signe et en déduire le tableau de variation de la fonction f. 

2) Calculer f(0). Montrer que l'équation f{x) = 0 admet exactement deux solutions dont l'une, 

que l'on désigne par « , appartient à [-0,72 ; -0,71]. 

3) Donner le signe de f{x), pour x appartenant à ]-1 ; +o |. 
Partie B 

Soj l À EM : ; | _ In(x+1) 

oit g la fonction définie sur l'ensemble D = ]-1 ; O[ LU ]0 ; +œ [ par : g(x) = T o 

1) Étude de g aux bornes de son ensemble de définition. 
a) Calculer les limites de g(x) quand x tend vers 0 par valeurs inférieures et quand x tend 
vers 0 par valeurs supérieures. 


b) Calculer Pan i g(x) et im g(x). 


x>—1 
2) Sens de variation de g 
a) Calculer g ’(x) et déduire, à l'aide de la partie A, son signe. 


b) Montrer que g(æ)= En déduire une valeur approchée de ga) en prenant 


l 
2a(a+1) 
a =—0,715. 

3) Tableau et représentation graphique de g. 
a) Dresser le tableau de variation de la fonction g. 
b) Représenter graphiquement la fonction g dans le plan rapporté à un repère orthonormal 
(unité graphique 2 cm). 
4) Calcul d’une primitive de g : 
Dar d 
y x(x+1) 








Soit h la fonction définie sur D par : A(x) = 





d 
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a) Déterminer des fonctions u et v telles que l’on puisse écrire Ax)=u'(x).\x)+w4x).v'(x) et en 


déduire une primitive de h. 


l ji z . : 14+: 
=—-——— , déterminer une primitive de 


x(x+1) x x+1 x(x+1) 








b) Après avoir vérifié que 


c) Déduire des questions précédentes, une primitive de g. 


V/ S’ENTRAINER (Etude d’une fonction logarithme) 


On considère la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; ++ | par : 
fo)=xm( 145 ) si x>0 et f(0)=0. 
X 
On note (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormal (O;ij) (unité 


- graphique : 5 cm). 
Le but du problème est d'étudier certaines propriétés de la fonction f. 


Partie À : Etude d'une fonction auxiliaire 





3 x2+1 
2(x2-1) 
x(x2+1) 


On considère la fonction g définie sur l'intervalle ]0 ; +0 [ par: «x)= 1n | 1+ Z) ah 
X 





1) Calculer la dérivée g ' de g. Montrer que pour tout x de]0 ; +% [, g'(x)= 


2) Etudier le signe de g'(x) selon les valeurs de x. Déterminer la limite de g en +% . Déterminer 


la limite de g en 0. 
3) Dresser le tableau des variations de g. 
4. En déduire qu'il existe un unique nombre réel æ>0 tel que ga)=0. Vérifier que 


0,5 < a <0,6. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle 10 ; +œ |. 
On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction g. 


Partie B : Etude de la fonction f 


1) a) Calculer la limite quand x tend vers ++ de xf(x) (on pourra poser X = A I 
X 


b) En déduire que f(x) tend vers 0 quand x tend vers +æ. Montrer que pour tout x de ]0 ; +œ |, 
on a f'(x)= xx). Dresser le tableau de variations de f sur |0 ; +o |. 


2) Etude de fen 0 


a) Montrer que sf 145) tend vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs suprieures. Que 
x? 


peut-on en conclure ? 
b) Etudier la dérivabilité de f en 0. 


c) Préciser la tangente à la courbe de f au point O. 


3) Donner l'équation de la tangente au point d’abscisse 1. 
4) Donner l'allure de (C). 
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8, SE PERFECTIONNER (Logarithme+ asymptote+primitives) 


x+1 





Soit la fonction définie sur l'intervalle I = ]4 ; +% [ par : f(x)=-2x+5+31n ñ 
S * 


et (C) sa courbe représentative dans le repère orthonormal (O ; i j), unité graphique : 1 cm. 
1) Étude de f 
a) Étudier les limites de la fonction faux bornes de I. 
b) Montrer que sur I, f'(x) est strictement négatif et dresser le tableau de variation de f. 
c) Montrer que la droite (D) d'équation y = - 2x + 5 est une asymptote à (C). Préciser la 
position de (C) par rapport à (D). 
2) Tracer la courbe (C) et la droite (D) dans le repère (O ; i, j). 








3) Déterminer les coordonnées du point de (C) où la tangente A a un coefficient directeur égal 
e 

Donner une équation de A et la tracer dans le repère (O ; i j). 
4) Calcul d'aire 

a) Déterminer, à l'aide d'une intégration par parties, les primitives sur ]0 ; +œ [ de la 
fonction x> lnx. 

b) Montrer que la fonction G : x — (x + 1) In (x + 1) - x est une primitive de la fonction 

g:Xx ln (x+ 1) surl. 

c) Montrer que la fonction H : x — (x+4) 1n (x+ 4) - x est une primitive de la fonction 

h:x In (x+ 4) sur I. 

d) Déduire des questions précédentes le calcul de l'aire A du domaine plan délimité par la 
courbe (C), la droite (D) et les droites d'équations respectives x = 5 et x = 6. 

On donnera la valeur exacte de A puis une valeur approchée à 10-2 près. 
5) Intersection de (C) et de l'axe des abscisses 

a) Montrer que l'équation f{x) = 0 admet dans I une unique solution, notée xo. 

b) Déterminer graphiquement un encadrement de xo d'amplitude 0,5. 

C) À l'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement de xo d'amplitude 10- ?. On 
explicitera la méthode employée. 


y SE PERFECTIONNER 


Soit k un réel tel que : 0 <k <1.0n considère la suite u définie par : 


u, =1 
ss =(1+k") u, , pour tout neIN* 
1) Calculer, en fonction de k, uz, us. 
2) Démontrer par récurrence que pour tout n220ona:u, =(1+k)(1+k2)..(1+k7. 


3) On pose maintenant : v, =In(u,),Vn2>2 
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a) Démontrer que, pour tout réel x positif, on a : In(1+x)< x 
E : k 
b) En déduire que la suite (v„) est majorée par : T 
c) Montrer que la suite u est majorée. Étudier son sens de variation et en déduire sa 
nvergence. 


19 SE PERFECTIONNER 
£ On considère la fonction g définie sur ]0;+œ[ par: g(x)=mx-<. On donne ci-dessous le 


“bleau de variations de g. 





Démontrer toutes les propriétés de la fonction g regroupées dans ce tableau. 
2) Soit f la fonction définie sur ]0;+0[ par f(x)= A 
X 





a) Démontrer que f(x, )= où x, est le réel apparaissant dans le tableau ci-dessus. 
Xo 


b) Soit a un réel. Pour a> 1, exprimer f f(t)dt en fonction de a. 
1 


3) On a tracé dans le repère orthonormal (0 ;5,j) ci-dessous les courbes représentatives des 


Er, 


fonctions f et g notées respectivement {C;) et (C, ). On appelle 1 le point de coordonnées 
1:0), Po le point d’intersection de (C, ) et de l’axe des abscisses, Mo le point de (C, ) ayant 


même abscisse que Po et Ho le projeté orthogonal de Mo sur l'axe des ordonnées. 


Un nomme D: le domaine 
plan délimité par la courbe P 


Fo 
RS 


D 


(c) et les segments [ZR ] et 


rectangle construit à partir de -~ 3 : 5 6 
[Or] et [0H |. 


D 


Démontrer que les deux 
domaines D: et D2 ont même 
aire, puis donner un 
encadrement d'amplitude 0,2 
de cette aire. 
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7 SE PERFECTIONNER 


I. Soit fla fonction définie sur ]0, + œ[ par f(x) =(1-In x) ; 


1. Etudier les variations de la fonction f. 

2. a) Soitg la restriction de f à l'intervalle [e, + of. 

Montrer que g réalise une bijection de [e, + œ[ sur [0, + cf. 
b) Montrer que pour tout x e[0, + œf sg '(r)= pn. 

3. Tracer la courbe ( C ) de f et la courbe ( C’ ) de g` dans un même repère 


orthonormé (oi, j) : 


II. Pour tout n de N*, on pose 1, = f (G-n) dt. 
1. Calculer I, 


2, Enutilisant une intégration par parties montrer que pour tout n de N "ona: 
f pcli 
3. On désigne par A et B les points de ( C ) d’abscisses respectives 1 et e. 
Soit V le volume du solide de révolution engendré par la rotation de l'arc AB de la 


courbe ( C ) autour de l'axe (0,i). Calculer V. 


4. Montrer que la suite (Z, }est décroissante et que pour tout n de N*, on a : 


031 z 1 En déduire la limite de (Z,) lorsque n tend vers + co. 


n 
III. On pose pour tout n de N°, J, = 3 
n! 
1 
1. Montrer que pour tout entier n 2 1, J,a =J, -———. 
(n+1)! 


2. Déduire que pour tout n de N*, > =e—J, puis calculer lim D. 
k=0 À: IE kað À 


K SUR LE CHEMIN DU BAC 


But de l'exercice : approcher In(l + a) par un polynôme de degré 5 lorsque a appartient à 
l'intervalle [0 ; + [. 


Soit a dans l'intervalle [0; +|; on note Z(a)= | Let pour k£EeN*, on pose 
0 
a (t-a) 
na] Ted 


1) Calculez Jo(a) en fonction de a. 
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2) A l’aide d’une intégration par partie, exprimez l(a) en fonction de a. 

k+l k+l 
3) A l’aide d’une intégration par partie, démontrez que Tei (a)= D s k (a) pour 
wut £eN*. 


2) Soit P le polynôme défini sur R par Pa) =i -334+ 3x 3 -5x +x. Démontrez en 


talculant Z2(a), I3(a) et I4(a), que I5s(a) = In(1 + a) - P(a). 
5) Soit x@= [ (1-a) dt. Calculez /(a). 
0 


5) a) Démontrez que pour tout te[0 ; a], ER (t-a P ! 
ltt) 


b) Démontrez que pour tout ae[0 ;+o{, /(a)<1 š (a) <0. 





8) Déterminez, en justifiant votre réponse, un intervalle sur lequel P(a) est une valeur 
approchée de In(1 + a) à 103 près. 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Partie À : On se propose d'étudier la fonction f, définie sur l'intervalle [0,+| par : 





fa (x) = Re six>0 et j,(0)=0. 
x+n 


On note C, la courbe représentative de f, dans un repère orthonormé|O,i, j ). (Unité 


graphique : 5 cm) 
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f, en 0. 


2. Déterminer la limite de f, en +o. 
3. Soit g, la fonction définie sur |0,+| par g,(x)=x+n(1+Inx). 
a) Etudier le sens de variation de la fonction g, et préciser ses limites en 0 et en +o. 


b) Démontrer que l'équation g,(x)=0 admet une unique solution notée æ, sur 0, +00] i 
i 1 

c) Montrer que — <a, <—. 
e e 


d) Donner le signe de g,(x) suivant les valeurs de x. 
4. a) Exprimer f, (x) en fonction de g,(x) pour x e [0,+|. 


b) En déduire le sens de variation de la fonction f.. 


c) Vérifier que f, (&, )= -T, En déduire lim f CA 
n n> +0 
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5. a) Etudier les positions relatives des courbes C, et C, . 





b) Tracer dans le même repère C, et C, . (On prendra a, = 0.28 et a, = 0.31). 
Partie B : On pose pour tout réel x de l'intervalle [0,1], Æ (x) = f | f (dt. 


1. Montrer que la fonction F, est continue sur [0,1]. 





On définit ainsi la suite (,) „~ par u, =F(0)= [ f. (tdt . On se propose dans la suite d'étudier 


k=n 
la convergence de chacune des suites (u, ) ~ et (S,) . où S, => u,. 
k=l 


i l p l p 
2. On pose pour tout n e N* et pour tout x e]0,1], Z, (x) = -Í iinit ét. J (= — | t Inrar. 
n xX n x 
Calculer en fonction de n et x chacune des intégrales Z,(x) et J,(x). 


z ko 2 l 
3. a) Montrer que pour tout réel t e [0,1], ona: —-— < 
Minu EVE 





l 
S A 
n 


b) En déduire que pour tout n e N° et pour tout xe]0,1],ona:7,(x)<F,(x)<1,(x)-J,(x). 
l l 


i ] 
c) Montrer alors que pour tout ne N, ona: -—<u, <-—+—. 
4n An 9n 


En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite. 


d) Donner un encadrement de A: l’aire de la partie du plan limitée par les axes du repère et 


la courbe C. 


i i 1 
4, a) Montrer que pour tout entier k 21, air <In(k+1)-Ink < ni 
— 


k=n l 
b) En déduire que pour tout n e N°, In(n+1)< > —<l+Inr. 
k=1 
] 


5.a) Vérifier que pour tout entier 422, = S-77- 
k 


a | 


l 
k-l1 
E | l 
b) En déduire que pour tout ne N°, > —<2-—. 


ra À n 


6. Déduire des questions précédentes un encadrement de S, puis déterminer lim S,. 


n—>+00 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session principale 2012) 


I) On considère la fonction f, définie sur [0,+| par f,(x)=x" -lnx et on désigne par (T) sa 


courbe représentative dans un repère orthonormé(0,i, j). 


1) 


a) Calculer lim f,(x) et lim f,(x) 
x—0” X—+00 
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hl) 


X 





5) Calculer lim et interpréter graphiquement le résultat. 
X—> F0 


£) Dresser le tableau de variation de f, 

2) sur la figure ci contre on a tracé, dans le 
repère(0,i,j), la courbe (L) de la fonction In et 
la courbe (C) d’équation y = x’ 

a) Soit x>0. On considère les points M et M, de 


même abscisse x et appartenant respectivement 
2 (L) et (C). Vérifier que MM, = f,(x) 


b) Construite alors dans l’annexe les points de la 
1 1 
courbe (T) dď’abscisse respectives 2, — et £ 
e 


c) Tracer la courbe (T°) dans le repère (Oid): 


H) 1) Soit k un entier supérieur ou égale à 2. 





On considère la fonction f, définie sur |0,+c0| 
par f,(x)=x"-Inx 


a) Déterminer f, la fonction dérivé de f, 


1+Ink 





b) Montrer que f, admet un minimum en j+ égale à 7 


c) Pour tout réel x>0, on considère de la distance MM, 


2) Pour tout entier k 22, on pose u, = j+ 


a) Vérifier que lnu, =-=. est en déduire la limite de (u, ) 


b) Soit A(1,0) et A(1,0)et A, le point de coordonnées (u,, f,(u,)). 


Calculer la limite de la distance AA, lorsque k tend vers + 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session de contrôle 2012) 


1) soit g la fonction définie sur 10, +f par g(x)= 1+x-x In x 
a) Etudier les variations de g 
b) En déduire que l'équation g(x)=0 admet une unique solution x, dans 10,+ co] 


Vérifier que 3,5< x, <3,6 


c) En déduire le signe de g 
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2) Soit f la fonction définie sur ]0,+ co] par f(x)= > ss 
+x? 


On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O, i 





2 
a) Calculer f (x) et vérifier que f (x)= e) | 
AEEA 


b) Dresser le tableau de variation de f 


c) Vérifier que f (Vx o) =— 
* 


0 


d) Tracer la courbe (C).(on prendra x, =3,6) 


l 
3) Soit (a, ) la suite définie sur N "para, = k ftdt 


a) Montrer que la suite (a, ) est croissante 


b) Monter que pour tout x de l'intervalle 10,1, Inx < f(x) < Sinx 


a E l-- 





c) En déduire que T — l+lnn l+lnn 
n 


d) Monter alors que la suite (a, ) est convergente et que sa limite appartient à l'intervalle 


H 


Corrigé 












QCM ; FAUX OU VRAI 
zFaux:O0n doit avoir 4x1 et x>0 donc 


= 10, I[UII, +oo . 


5. Vrai: ia fem Te pas et lim f@)-=0 


X—> +00 +00 X>+ 


x 
fonc y = à est asymptote de C. 


c Faux : f(x) <= si — <0, soit In(Vx) > 0 


l 
2 In(Vx) 
onc quand Vx >1=x>1. 


d. Vrai : Rappelons que (+) Sa I remarquons 
u u 


: nous avons donc 


ue fa)= 2- 


In x 
| l TE | 1 | l ) 
f'x)=—-2] - =—+2 à 
2 (In x)” 2 x(in x)” 


APPLIQUER 
In(u(x)) > f (x) = u (x) In'(u(x)) = 











LJO wa 
ux 


aver uge pe PM CPREEN 
3-x (3- x} 
3—-x+3+x 6 
| Ed (3- x} 
6 
u(x) _ Bar 
u(x) 3+x 
3% 
__6  3-x 6 
GA HS G-H. 











d'où f'(x)= 








4x 4 6x 








2. a. O — "2 
(Gx2+2) 6 (3x2+2) 
z uto 2. à j 
=—xX—— Ea) avec u(x) =3x +2 et 
3 u(x) 3 
n-1=-35 n= -2 
2 u(x)” 1 l 
e e r RE A À 
+ + 3u(x) 3(3x2 +2) 
(K réel). 
b. PURE ON NS NE 2e 
3(3x10?+2) 3x302? 273612 
d'où H(x)=- l l 





= at ‘ 
3(3x2+2) 273612 


4, f= EX) : 
x+1 





f(x) = In (1x) ) avec x)= -= 








+1 
at Tr Bco aa Er. -2 . 
(x+1} (x+1} (x+1} 
-2 
u'(x) -HP -2 x+l 
Pa u - L-Y “OAI Le 
+I 
—2 4 2 cn 





Con Uaa- P- 





5S Aos l 
di (x2+2x) 
Soit u(x) = x° + 2x, on a : u'(x) = 2x +2 =2(x+ 1) et 
sol da E A O ja 
Fe (x2+2x) 2 (429) 2 dx 240 50 


qui est de la forme TOR u”! (x) 


avecn- 1=-3,0un=-2. 
Les primitives de telles fonctions sont de la forme: 
T <” u(x) _ Ee 2,2 l 





A n 2 2 4 (x2+2x) 
(+ Pee Le 
2 
6. a. Dérivons (x)= = 
u'(x) san In x = donc u est bien une 
2- Æ X 

primitive de a l 

X 
Toutes les primitives sont alors de la forme u(x)+K. 

2 

b. {1)+X =0 e K=-4n=- T0 


N7 APPLIQUER 


1. Domaine de définition : 


D - Leu at, 
2 





co | , par ailleurs 2x - 


6 > 0 si et seulement si x > 3. On a donc 


3+4/17 | 3+17 
;+o| Car ss e 
2 





D, = Die = 3,56: 


Pour la résolution : In a = ln b équivaut à a = b donc, 
l'équation devient: x? -3x-2=2x-6 ou encore 


x? —5x+4=0 d'où les solutions 1 et 4 ; mais seule 
4 est valable. 
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2. 
x 2 
Inx-Iny=1 |In-=ine x= ye Vite 
= 2 HE +y=2e 2e? 
x+y=2e Jepet ye+y=2e = 2€ 





l+e 
Les deux solutions sont positives donc c'est bon. 

3. Attention à l’ensemble de définition: 
1+x>0,1-x>0,2x>0—x>-1,x<1,x>0—=xe]0;1[ 


On a alors inf 1E )>in( 2 ) 
1—x 1+x 


1+x 2x 


1—x 1+x 
14+2x+x2-2x+2x 
(1—x)(1+ x) 
1+3x2 
(1—x)(1+ x) 


Le numérateur et le dénominateur sont positifs sur 
10 ; 1{, la solution est donc l'intervalle ]0 ; 1[. 


V7 APPLIQUER 


EP E ECN T, z3 
g'(x) = 24 x + FE 


2 





X 


Astle 3 3 3 N 


2x x x X xVx 
On a alors T DAA I Eee EN 


ext zro -1)2 0 & x21 car x est positif. 





Conclusion g est décroissante avant 1, croissante 
après; on a un minimum en 1 qui vaut 
g(1)=2+0+6=8 et est positif. Finalement g(x) est 
toujours positive. 





3lnx 
2 Fae +x-1 
Vx 
a. Comme lim linx _ọ, si on pose X=4x, cela nous 
—>+t0 x 


2 
In K In X 
donne lim nx lim z lim 2——=0" 


+0 x ME a XW X 


l 
En 0, Inx tend vers —-æ et —— tend vers +œ donc 


Vx 


In x ne 
—— tend vers —- ainsi que f. 


Jx 
at l 2 1 
T fl se 
EME E PA in 
X X 





Baf =3 





KT + ver SRE NA ga) 


X UE Te 
Donc f est du signe de g et donc toujours positive, f 
est donc croissante. 


3. On a f(x)-(x-1) „2y qui tend vers 0 à l'infini 
Vx 
et qui est positif (C au-dessus de A) lorsque x >1, 


négatif lorsque x < 1 (C en dessous de A). 
25 
ÿ 





V/ S’ENTRAINER 


In(x +1) 








= i 0 : l 
da FC) € rs ; f est continue en 0 ss 
f(0) =1 
lim f(x)=/(0), or le cours donne justement la 
x— 
, à se BF 
limite lim EP or 
x—0 x% 
2.a. gœ) =—-(1-x+x ) 
l+x 
i-iririr 7 x 
=— = —<0. Donc g est 
1+ x 1+ x 


décroissante et comme g(0)=0, on a égalemens 


2 3 
g(x)< 0, soit mure s22) 
2 3 
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2 1)f est dérivable comme somme de fonctions 
b. On prend k(x) = In(l + x)-x+— > k'(x) pa x T 

2 dérivables : en effet, u:x}> i est dérivable sur 

5 5 x+ 
E e R he k(0)=0 Dret v:x x+1 =y -21n y est dérivable sur D; 
l+x 4x 1+ x 
x+1-x 1 1—-2{x+1) —-2x-1 
Toe a 


donc K(x)2 0, soit In(l+x) 2 x -——. Œ+ x+ (x+?  @+]) 


2) f(N20& 27-120 x €. 


2 3 2 

X X 
C. x—-—+—>INM(l+x) >x-— 
2 2 











x x x 1 x h(l+x)-x l 
e ER T T 
2 3 2 2 3 x° 2 
f dérivable en zéro: on calcule 
In(1 + x) 
— f(0 ; In(1 = 
Ts a PRE, in ÉD) CP dur 0 
20 x—0 x—0 x x—0 x is: ee x+l 0 
or le résultat précédent montre que cette limite est a i à 
LP 1 ; lim ——-2n(x+1)= —00 car lim ———=]et 
précisément —— qui est donc f (0). x>+0 x+] xo x+] 
< lim —2In(x+1)=—% 
3.a. Hx)=—"—-In(1+x) FE, 
.a. Hx)=—- H, 
x+] mug- ampk 00,30: (0) = 0. 
= 12 2 
- l be Les xX aim a L 
NRA UHF sH ai GHI Grp <0 3) f est continue et strictement croissante sur 
dé l'intervalle ]-1; -1/2[ et f{x) change de signe sur 
#0)=0 eth décroissante donc A(x)< 0. cet intervalle ; il existe donc un nombre æ de ]-1: 
——x=In(1+x) rop -1/2[ tel que f(a) = 0. 
b. f' T ENa -7 <0; f0,71)= 0,027 et f(-0,72) = -0,025 
i In(l+x) . Inx donc -0,72 < æ <—0,71. 
E i = — — —— =). . 
JL (x) un x ma x 0 Signe de f(x) : 
1,2 
J; 





+1) 


0,8 

















Partie B g(x) = , D=]-1;0[0]0;-+00 1. 
x? 
0,6 1. a. lim g(x) = lim MCE, E car im MG +D) _, et 
x—0 € x x-20 xX 
E x<0 
0,4 
lim— =. 
x=0 x 
x<0 
0,2 
De même lim g(x)= lim BOD he 
x—0 x—0 x X 
x>0 x>0 
0 ; - 7 ; 
im P +] +] 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 b. lim g(x)=- et lim gx)= TH Lo car 
tek tD œ 
Jim Z o et lim 2+°=0. 
+0 x+ X 
\67 S’ENTRAINER 2 à 
x 
Xx?—In(x+1)x2x ——-2In(x+1 
Partie A (x) = x+l ) Tel 6 4 
zi rí x° x° 


f)=——-2m(x+1), Dr=]-1;+0 1. 
x+1l 


— m Corrigé 





AT +1. ; or on sait que f(a)=0 





donc e aane ih- ner, 
&+1 2(a +1) 

On déduit que 

daj- +) | me dl — +1 


= x —2,455. 
Q? Xa+1) a? 2alaæ+l) 














| Bet: ET rt n 





4.a. x)= 


- xa(x+1). 


u(x) = In(x +1), u'(x)= L 


v'(x) = a x) = i > h(x) = u(x)v(x) +u '(x)v(x) 
x x 
In(x+1) 
X 


La fonction #{x)wWx) = — est une primitive de 
h. 


bp. 41 _@+D=x_ 1 donc la fonction 


x x+l ax(x+l) x(x+1l) 





In(x)—In(x +1) est une primitive de 


x(x +1) | 
C. Une prr de la fonction 
ME zo +1) oek 
m + x(x+1) 
PSS 
X 


S’ENTRAINER 


1.a. g est dérivable comme somme de fonctions 


dérivables. En effet, In | 1+ = est dérivable 


X 
comme composée de fonctions dérivables, de même 





que — 











x2+1 
_2x -2 
4 3 
g'(x)= = FRET = 


-— ——— 
nt Gen) Fr (+1) 
Sia x 


Èi n #4 _—2(x2+1)+4x2 2(x2-1) 
x(x?+1) (x2+1) (241) (x2+1) 


b. Le signe de g'(x) est celui de x°-1=(x-1}{x+1). 








z . * 
Comme g'est définie sur R,, ona: 


si 0 <x<1, g'(x) est négatif ; 
si x> 1, g'(x) est positif. 





| l 2 
2. lim g(x)= lim fit )- lim 
x=>+0 x +0 x? x—40 X TEN 
; 1 
lim —=0 
x-y +0 xX? 


donc lim m( 1+5 )=m1=0 


X> +0 





et lim : =Ÿ 
x—>+0 x? +] 
donc lim gx)=0 
X> 
3. 


1 
li = imi | 1 + — |- li 
i glx) men: x | 2 da 





x x0 x? +1 
intens 
x—0 x? 
donc imim( 1+5 )= lim In X = +0 
x—0 x? X—>+0 





avec Mu et lim =. = 
E cg x—0 x2 +] 


donc lim g{x) = 
x—0 
4, a. 








> =]n2=1 s -0,3. 
1> +1 


g1) =In(1+ = 


4, b. La fonction est continue et dérivable sur [0 ; 1], 
de plus elle est strictement décroissante sur cet 
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intervalle en changeant de signe, donc il existe une 
valeur æ > 0 telle que ga)=0. 

On a g(0,5) = 0,009438 et g(0,6)= -0,141452 donc 
8(0,5)>0 = g(a)> g(0,6) et comme g est 
décroissante, 

0,5 < & < 0,6. 

5. Pour 0 <x< g , alors g(x) est positif; pour x> q 
alors g(x) est négatif. 





1.a. lim xf(x)= lim sise) 
X—>+00 


X>+ X 
[14 | Hi 
= lim —— A im MUFAJ] (cours). 
x—>+0 X -50 >ú 
x? 


b. lim E les ia e a, 
X—>+00 X—>+00 Xx—>+0 Y 


2 f)=xm(1+—), 
X 











_2x 
r'O=1H06 E ž 
x? l 
lp 
x? 
2 
= In(1 l i 
=i ptt- ap- 5,1 8%) 
x? 








2 
3.a. im sin 1+ ]= lim xIn( - =] 


x—0 x x—0 x? 
x>0 x>0 
= lim ( xIn(x?2+ 1) — x In x? ) 
x—0 
x>0 


lim xin(x?+1)=0 car limin(x?2+1)=In1=0. 
x—0 x—0 


x>0 x>0 














5 i 
EE ETE E a E 
x—0 x—0 x—0 
x>0 x>0 es x>0 Fe 
X X 
A 
= hm = li shx =o 
x—0 F-to A 
x>0 + 
l 
avec X =—. 
x 
Í 
Conclusion: lim xin | j! — = 
= x? 
X> 


b. f dérivable en 0 si et seulement si la limite de son 
taux d'accroissement est finie. 


OT imf- im nf 14] + 
x0 Xx—0 x>0 x x—0 x? 
La fonction n'est donc pas dérivable en 0. 


c. La tangente en O à f est verticale. Son équation est 
Xx= 0. 
4, La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation 


y =f "(Lx -1)+f() : 
SO = 1n(1+)= In 2, fO=aD=Mm2-1 d'où 


y=(n2-1)(x-1)+In28 y=(In2-1)x+1. 





Remarque : 

On a vu dans la partie A que g'(1) = 0, or g'(1) =f 
"(L), c'est-à-dire la dérivée seconde de f en 1: la 
courbe admet un point d'inflexion pour x = 1. 


7 SE PERFECTIONNER 
x+ 


1. a. Lorsque x tend vers 4, 





tend vers +00 
D — 


Ah. x+1 
ainsi que In a donc ftend vers +. 
pe — 








— M, Corrigé 


+1 


D rE 


tend vers 1, 





Lorsque x tend vers +%, 


x+l1 


In tend vers 0, -2x+5 tend vers —x donc f 





Fx mas 
tend vers —. 
x+ 


b. P(x)=-2+3|1n 5 L |=-2+3[im(x+1)-1n(x-4)] 


7 1 1 Re 

E x+1 x-4]  (x+1)(x-4) 

Lorsque x> 4, x+1 est positif, x-4 est positif donc le 
numérateur est négatif et le dénominateur est 
positif. Moralité, f est négative. 








C. fOD-(-2x+ 5)= n E ; nous avons dit que ce 
Y— 


terme tend vers 0 lorsque x tend vers +œ donc la 
droite (D) est une asymptote à (C). Lorsque x > 4, 


— >0 donc (C) est au-dessus de (D). 





l ; 
2. a. On pose u=ln x, v'=1 => u'=—,v=x d'où une 
x 


primitive de In x est xix-| DER x=X: 
Es 


b.On dérive G: GO = LG +0) + (+ 1 
LT 


=]n(x +1). 
c. Exactement pareil. 


6 
c. On cherche A = f f(x)-(-2x+5)dx 
5 


-f *n(x+1)-In(4- 047 =[6(6 -G(5]1-[4 (6 -A(5): 
5 


G(6)-G(5)=7In7-6-6ln6+5=7ln7-6ln6-1, 
H(6)-H(5)=2In2-6-I1n1+5=2In2-1, 
et le résultat A=7In7-6n6-2In2#1,48U. 


; SE PERFECTIONNER 


1°) u, =(1+k)u, =|1+k]; 
a, = +6), =D rt] 
2°) pour n=2:u,=(1+k)u,=1+k donc la 
relation est vérifiée. 
pour n > 2 supposons que: u, =(1+k)(1+k?)...(1+k°™) 
alors : 
u =(1+k°) u, =(1+k)(1+k3)...(1+k"™)(1+k") 
Donc par  récurrence pout toutn22, 
u = (1+ k)(1+k?)...(1+kK°™) 
3°) a) On pose f(x) =In(1+ x) — x 


1 -X 
f'(x)= -1= <Ocar X>0, f est donc 
Xx+1 1+%X 


décroissante. 
de plus f(0)}=In1=0, on en déduit donc que 


f(x) < 0 et donc In(1+X)< X sur [0; +| 








b) v =ln(u )=ln((1+k)(1+k?)..(1+k°™)) 
=In(1+k)+1n(1+k2)+.+In(1+k) 
en appliquant: In(1+x)<x à Kpss kon 








obtient : v. <k +k? +......+kK™ =k 
tek o AR 


0 <k<1 (donc H-Kk> 0] , important ) 


k 
c) On en déduit u =e" <e* (U =e"car 
E. 
v. =in(u,))=la suite (u) est majorée par €**. 
de plus: u .=(1+k")u >u, car k>0-=la suite 


(u) est croissante. donc la suite (u,) est 
x 
croissante et majorée par e* donc converge. 


y SE PERFECTIONNER 


x Hh 
ï 





ak à 2 
Limite en 0 : In tend vers —-æ de même que —— ; 
xX 


aa 2 
limite en +æ : In tend vers +æ, —— tend vers 0. 
x 


LL. 7 ; 
g'(x)=—+—>0 donc g est croissante ; comme 
X X 


elle est continue, elle s’annule une seule fois. 
Ona g(2,3)+-0,04 et g(2,4)+0,04 


donc 2,3 < x <2,4. 





5 In x 2P x 10 
Xo Xo Xg 


car g( xo )=0 + In 39 =— 
0 
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5. On se rappelle que la dérivée de Inf est - et 


i Fr l 
qu'une primitive de u'u” est ui . 
n+ 


a ajn a] l z 
Í f(r)a=s[ Maaf Eur =] EÇ) | 
1 È ug Lif 2 i 


5 y 5 EE. 2 
= (ua) = (i2) te) 


3. L'abscisse de Po est xo donc l’ordonnée de Mo est 
: 10 Tai 
f(x = L'aire de Di est 
-*0 


å 5 SAt E w 
Í flt)dt=>( nx ) ERa), 
l 2 2 Xo Xo 


soit l'aire du domaine D2. Comme 2,3 <x) <2,4, 


1,892 > 1,74 + 


Xo 


3 SE PERFECTIONNER 
E i a (1-Inx) 


1. fest dérivable sur ]0, + [ eton a: 


Mja ni) 
k 








2. a) g est continue et strictement croissante sur 
Le, +00] donc g réalise une bijection de Le, +f sur 
x +o] . 

b) (g(x) = y,xe[0,+0[) 

(g) =x ety efe, +|) 
g(y)=x In y) Sx 

ell- In yl= vx Xx,Ory>e 
D ny>1=1-Iny<0 
sine Jaa has 


S y= g a) 





f(x) 1 obe (x) 


= lim —-2— + 
X—>+00 p X X 
> (Cf) admet une branche parabolique de direction 





D. A 5 
X—+20 > € 


celle de (O, i) au voisinage de + co, 
Traçage : 


u. 4,=["(1-Int) 
+œ. J =| (1-Int) DTA 
= | Idt- | Intai 
+œ =e-l-|tint-t| =e-1-1=e-2 
2. 1,1 =[ 0-a 


u(t)=(1-Int)" 
On pose v'G)=Ii 


u'(t) = +D( +) Inz)" 
Es 

La =|t(1-m2)"" | +(n+1) fin)" dé 
=—1+(n+1)7 

3. V=a| (FO) d=xf (1-Int) dt =z, uv 


On montre à l’aide de 


1,4 =-1+(n+1)7, que I, =24e-65 
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4, 


lsizse=> 0s inis] 
> 0<1-lnż<1>(l1-lnt)"" <(1-Iné) 


= | (1-4) ats | (1-mt) dt> 1,4 SI, 


n+l — 


= (1, ) est décroissante 
1... SL GE EE 2 gi 
n 
De plus Z, > 0 comme l'intégrale d'une fonction 
positive dans un sens positif 


0<, aeto =0 


nl n—> +0 


v 


I 


n+l 


=ł I) 
eu he. 7 nur 2 l 








pag ai " (n+)! 
Le Lokal 

2 (4+1)! 

,=2, À 

ich 

pagak 


On fait la somme et on simplifie 


on obtient : J, =J, Aai 
I2 K! 


+}, =e-i- 
= k! 
PE) | T 
>J, =e- — => —=e-T, 
Xl ok! 
770 
T $ 
Sa UT 


k=0 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


1. nla)= | -Z -mao =In(+a)-hi=in(i+a) 





2. Kie | *(t— a)dt : intégration par parties, on pose 
o (1+0? 


PEs u'(Ì = 
ð= d'où | e. 
(1+ 3 


et no- 2&2] - js 1 -a+ h(a)=ln(1+a)-a' 
0 





l+t o (1+#) 


3. Encore une intégration par parties : 
Wi) =(t-a)*' 
t = l i 
Sa (14077 
soit 
u"(D =(k+1)(t- a) 


{i= f (1+9 7 dt= 


PS hall = 1 
-k-24 (TENISE i 


d'où F B HAT a 
kla) E à ij 





a (k+1)(t—-a)* 
0o (k+1(1+6)* 


k+l Hi OAK él ktl 
_ (a) -f -ayda (Dna SCA. 


k+1 sol k+1 
x° x° x° x? 
4, Soit He tn a ; calculons Z; (a) à 


l’aide de l'égalité précédente : 





EP 2 
pour k= 1: = i z +h =5+n(+a)-a, 
3.3 2 
pour k= 2: ra=- tpz- + L+in(i+ a) a” 


4 À 3 
pour k = 3: no- rno- LL + L+in(+ da , 


DE. 
pour k=4: I;(a) =+ lla) 


a o dé 
EAn T ichita- P(a)e 
6 
5. a= |, e a) dt= ES ay | PE 
wr 


6.a. Comme ź<a, on a t-a<0=>(t-a <0 d'où 


(t— a) A E & 

(1+0 a+ 

évidemment vrai (remarquez les deux changements 

de sens des inégalités.. F 

b.On a (t-a Tu a) 
(1+2° 


l'intervalle [0; al]: f -aars | (t-a) dt d'où 
0 o (1+° 


<1&(1+f 21 ce qui est 








donc en intégrant sur 





5 
Xa)< I;(a) ; de plus =a <0 et l'intégrale d'une 
(1+ô 


fonction négative sur un intervalle dont les bornes 
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sont rangées dans le sens croissant est négative 


donc f (t-a) C ep, 
o (1+° 


b 5 
d'où as (ET atzo. 
[6 ve [ (1+0 ; 

7. On a d'après 4, |[In(1+ a) P(a)| 


2. -2 (L'inégalité du 6.b. devient 








H- t-a 
o (l r 


[ua a e du fait du changement de 
“0 











signe). 
8. Il suffit de prendre £ <10%, 
6 


soit a < Ÿ6.10 * + 0,426. 


Moralité : pour x dans [0; %6.10° ], on approche 
m(1+a) par P(a) avec une erreur maximale de 
2,001. Ceci est très utile pour calculer les valeurs 
des logarithmes. 


24 SUR LE CHEMIN DU BAC 
Partie A : 
1. Continuité en 0 : 
* p 
lim f, (x) = lim = =—=0= f (0) donc f 
x>" X+h n 


est continue à droite en 0. 





Dérivabilité en 0 : 


L@-FO . mx 








ie~ = —% donc f n'est 
x0° Æ x20 x+n 
pas dérivable à droite en 0. 
sme _-—Mm% 
2, lim f, (x) = lim = lim = +00 
x> y +n X—} +00 | 4 R. 


> 4 
3.a) g, (x)=1+—>0 Vxe ]0,+0[.limg, =- 
X 0° 


; Img, = +0. 
+0 





b) g, est continue et strictement croissante sur 


]0,+0[ donc g, réalise une bijection de 10, +o0[ 





sur R. O0€R doncil existe un réel unique g, 


e ]0,+0[ tel que g, (a, )=0. 





e e 
Re RCE e 
=) l - e 
A En =—>0 
e e 
d) 
TE i e br J ZA 
(x+n) (x+n) 
Yx e ]0, +o]. 








Q, 
45 In æ =- al 
n 


a 
n Œ, 








Donc f (a, )=——— =- 

a +n n 
l l l a. l 
FE, <— z 
e e ne n ne 


l 1 
lim-— =0 et lim-—; =0 > lim f, (a. ) = 0. 
ne” 


n+ ne n> +0 


—Xx In x 
(x+n+1)(x+n) 


> p 
La-La) 


Position de C estau C „ estau 
€ -< pat 


n+l 


9.4) a= as 






dessous de 





dessus de C 





rapport à C, 
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b) Traçage des courbes C, et C, : 


Ci 


Partie B : 
1. f. est continue sur [0,1] 


FIRE -f f (dt) est dérivable sur [0,1] et 
ona: F (x) =-f.(x) 


= F est continue sur [0,1]. 


2. Í (= Lar: -1- 2x° Inx) et 
4n 


J (x)= Ed -1-3x Inx) Yx e ]0,1]. 
n 


3.a) (n-t)(n+t)=n USA 
n—t ji bany l 

















TE > —-— < 
n IE. S R" BET 
l 1 
I<n<t+n—= <—, 
t+n n 
b) 
l t l l 
—-— < <— Vte ]0,1] 
2 
n n t+n n 





l ji 
<—tht-— t Inzź 
n n 


l tint 
=> —{int< 
n t+n 





ME | 1 | i Ti 
e yx e 0,1], fima < | ue à dt <| — tin td - | —t Intat 
on ‘t+ on E 


> Vre bih t sr Esa (I, (x) 





; So. LE E l 
c) lim 7, œ) = lim — (x -1- 2x In x)=-— ; 
x—0* x>0* 4n ån 
rx ] 
lim J (x) = lim —(x -1-3x In x) =- oa 
x—0* x>0* On On 


lim F (x) = F (0) =u, 


x—0 


l l 
e E 
4n An 9n 
| ji l l 
lim- — =Q ; im-—+— = 0> limu. aa 


n+ ån n— #2 4n On n—}+20 


a) A1 = [|A = | -4 Oat = -um + “A 





ME: k 


=—— <ln(k+1)- tee 
k+1 k 
b) En faisant varier k de 1 à n et en faisant la 
somme membre à membre, on obtient 


+ D< D 


k=1 
En faisant varier kde 1àn-1eten faisant la 
somme membre à membre, on obtient 





=, 
> —<Inn+1. 
k=1 
l l l ] 
5.a) —-— = —— 2 — car 0<k? KEk h 
k=l k KE K 
1 “1l 1 
b) $} —<1--> > —<2— 
k=2 n k=1 n 
l l l 
PC UE 
4k 4k 9k 
SN nm et a 
in Zu ct : ren à 


i 14 
Ha) $ z NAT Nr 
4 4 On 9 


EL L 2 | 
lim——In(n+1)-—+—=-0 > lim S, =. 
9 


n—>+0 4 On n+ 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


IEMET aa E L 
1)a) lim f, (x)= lim x? -In x = +00 
x—0 * x—0 +* 





Corrigé 










Em f,(x)= lim x2-Inx c) 
Teo X—> + 00 
6 
; In x 19 
= lim x?| 1—-— |= +00 
X—> + 00 x? 
5 (C) 
NO | 
EERE: AE [ Inx 
à lim ta lim x-— = +0 = (Tr) i 
X— + 00 xX X— + 0 T i 


NO 
“met une brancha parabolique de direction celle 
| | D, f ) au voisinage de + oo 


Fes 
E = de 
X 





x 
2 LUE 
Ét-0es Lo 
X: -1 


Et a>0exe 1 
2 2 








H1)keIN\{0,1], f,(x)=x"-Inx,vVx>0 


k _ 
a) f ai 
X 





k 
b) ao emo ba 
xX 








f (x) b Si 


2) a) M(x, lnx) et M2(x, x°),x > 0 
MM; = x? - Inx 





2 
Or x° - Inx > >0=>MM2=xz*-lnx= f, (x) 


b) Pour construire le point de (T) d’abscisse 2, on 
contruit le point A de (L) et le point A2 de (C) ayant 
même abscisse 2, la distance AA; est donc l’image de 


2 par f, 


De même pour les points d’abscisses respectives 


l/eet ii 
2 1+Ink 
k 


1/e c'est l'abscisse du point de (L) d’ordonnée - 1 








| l 
est un minimum absolu de f , en # P 


jl ; 
i c'est l’abscisse du point de (C) d'ordonnée 1⁄2 c) Vx>0, M, (x, ed ) et M(x, lnx) 
MM, =g? -In x| =g -pari 
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MM, est minimale lorsque f, (x) est minimale 


SM = l+lnk 


l 
2) k entier 2 2, u, = 2 


smu = n(E)-da (2-24 


Ink 


lim u, = lim e k =@ =] 
k 


k— +o — + 0 


b) A(1,0)et À, (uf, (u,)) = 


e j Et 
k k 
TE 2: 
AA, = TE f Li | 
k k 
ae 10 i TY 
lim = lim | —+— | =0 et 
k—> + co k k> +0o\ k k 


2 
i Í ; 2 
m (i ü ] x Jim (u, T 1) =N 


=> lim 44 =0 
k> + co 











Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


1] esr ana ; x € |0, +] 


a) g est dérivable sur ]0, + œ[ et on a 


l 
b) g'(x)=1-Inx- xx— =-Inx 
X 





lim g = lim 1+x-xlnx=1 
0+ + =, — 


x—0 Xo 
limg = lim 1+ x (1—ln x) =— œ 
+ 00 x— +% Mes FT 


c) g (]0.1]) = |, 2] et0 € ]1, 2] = l'équation g(x) 


= 0 n'admet pas de solutions dans ]0, 1] 

g est continue et strictement décroissante sur 
[1, + [| = g réalise une bijection de [1, + œ[ sur 
]- æ, 2], or 0 e |- œ, 2] = l'équation g(x) = 0 admet 


une solution unique X, € [L, +00] 


x, est donc l'unique solution de l'équation g(x) = 0 


dans l'intervalle ]0, + of 
g(3.5) = 0.1 > 0 et g(3.6) = - 0.1 < 0 = 3.5 < x, < 3.6 


d) Y xe |0,x,[,onag(x) > 0 


y x € |x, +|, on a g(x) < 0 





g(x,)=0 
In x 
2) f(s , x e |0,+00 
) j= rE ]0, +0 
1 
—(1+x?)-2xlnx TE T 
de AF ou N 


(+f  x(1+x) 


DE g(x?) 
x(1+x2) x(1+x2) 





1 
In./x, z») 


c) E y S 


1+4/x, l+ Xo 


Org(x,)=01+ Xo -x,In(x,)=0 





S1+X = X;m(x,) 
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i $ $ 
(x) 5 1(%) | = [xlnx- x] 7 >a, > x[xnx-x]; 
=} TL A Eea a na 
l x, M(x) 2x; If. Il+nn Za #1 l+Inr 
d) Traçage : à ~i SAAT n 
l+lnn 





e) VneIN*,a, <l- < 1 carln(n) 2 0 


(a, ) est donc croissante et majorée par 1 donc 


(a a ) est convergente 


Soit { = lim a, 





Vo” | ] 1 nr I nn l 
=| = ts, al AMMA 
2 n n n n 2 
S 
0 0 0 


l 
3) a, = ['f(Odt ;n ce N° 


l l ES 
a) apan] “I f(e)dt - f " f(Ddt = [fo 








1 l | 1 À 
OrVneIN*, —> etVte ICT < 
ji n+l n 


n n+ 
a. 
o= [;"f(Dat >0 


+ à; — a, 507 (a,) est croissante 
b) Vxe]0,1Lona0 <x7<1—1<1+x<2 








1 1 
0) = —< <] 
2 14€ 
Or Y x e ]0, 1[, on a lnx < 0 
syg i u x 
l+x2? 2 


d) Y x e ]0, 1], Inx < f(x) < Lig 
2 
VneIN* zizi > 
n 


Jin xd > [ Cod 2 f Lin xdr 
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Fonction exponentielle 


I) Résumé du cours : 
A) Définition 
On appelle fonction exponentielle (de base e), et on note exp, la fonction qui, à tout réel x 
associe l'unique nombre réel y tel que In y =x. 
Exp : IR— |0,+| 
X+H y =expx tel que In y = x 
B) Notation et propriétés 
Notation : 
Pour tout nombre réel x, on noteexp{x)=e". 
Propriétés : 
e Pour tout nombre réel x, e* et un nombre réel strictement positif. 
e Pour tout nombre réel x strictement positif, e"* =x . 
e Pour tout nombre réel x, In( e* }=x. 
e e’=1: e =e 
e Pour tout nombre entier n et tous nombres réels x et y, on a: 
e* xe” =e*"”;(e*)" = EN ae =e"” 
x a 
C) Etude de la fonction exponentielle : 
La fonction exponentielle f est définie de IR dans ]0,+c0| i 
Si f(x)=e*, f est dérivable sur IR et f (x)=e". 
f (x)>0 et la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR. 
lim e*=0et lim e* =+. 
xo x} 


Tableau de variation de la fonction exp 
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Représentation graphique 





anea eee ee em ee 


Autres limites avec des exponentielles : 
Of 4: 


1) Pour tout n eIN* : lim f -oet lim =x e =0 


X—>+00 E X—>—00 


X 


2) En particulier : lim £ -toet lim xe* =0 


X—>+00 X X—>—0 


X 


3) Tangente à l'origine «lim à 
X— X 





Exem ee A 


X 


e 
£ ime ak —+oocar lim —=+0 et lim yx =+ 
a X—>+0 X X—}+0 X X—>+00 


ExempleZ: 


X—>— 


1 
Déterminer lim e -x et interpréter graphiquement si possible. 


1 
Forme indéterminée car lim Ean et lime =1 donc lim ež =], 


x>- y X—>—0 


1 
Par suite, lim xe* =—o et lim(—x)=+00. 
X—>—0 X——00 


Dans ce cas, il faut se laisser guider, non pas par le nombre dont se rapproche x mais par la 

A ; | TR 1 

limite du nombre dont on prend l’exponentielle : ici —. puisque —. tend vers 0, on va essayer 
X X 


X 














e 
de se rapprocher du seul théorème en 0 : lim =] 
X—> XE 
1 1 a 
VxeR xe* ae -1)- T 
x 
1 
ag 1 "ER 
TLE et lim” = donc li © cr 
x>- y x—0 X x> 
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D) Dérivées et primitives : 
Soit U une fonction dérivable sur un intervalle I de R de fonction dérivée u. 


e La fonction e” est dérivable sur I et(e") =u xe™ 


e Une primitive de la fonction ue“ sur I est la fonction e". 


ax+b 


e Les primitives sur R de la fonction fdéfinie par f(x)=e”"” sont les fonctions de la 


forme x> F(x) Egeo +c.ceR 
a 


Fonction f définie sur |0,+c| par f(x) = x° 
a) Soit a un nombre réel. Pour tout x € ]0,+c| ,on note x =e", 


b) La fonction f est définie sur ]0,+æ[et f'(x)= ax". 
1 
c) La fonction définie sur ]0,+c0| par x} x" est la fonction réciproque de la fonction définie 


1 
sur |0,+w| par xH>x".Onnote x* =4/x. 


II) Exercices 


Y ocw 


1) Soit a et b deux réels strictement positifs. Ona e™°+e™ est égale à : 
a) -ab 


a 
b) = 
15 


ab +1 
c) 
b 


d) a-b 





—X X nt.‘ 





2) soient f et g les fonctions définies sur R par : f(x) = et ga) = 2 
a) pour tout x € R , g(x) = f(-x) 
b) pour tout x © R, g(x) +f(x)=0 


c)pour tout x © R , (Fe EF = | 








V/ QCM ; FAUX OU VRAI 
l 
H 
3) Soit f(x) = , pour tout x > 1, alors lim fjs 0. 
— xX x— 


4) lime “In(i+e*)=0 
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5) Sif(x}= 3” ,x > 0. Alors pour tout x > 0, f ' (x)= In(3).3* 


\3/ APPLIQUER 


simplifier l'écriture d'une expression en utilisant les propriétés algébriques de 
“exponentielle) 
1) Simplifier l'écriture des expressions suivantes définies sur I : 
a(x) = ha = R 
b(x)=e “"*;1= |0, +f: 
d{x)=In(2e"):I=R 
2) Résoudre une équation ou une inéquation : 
Résoudre dans R l'équation 2e* -3=0. 
Résoudre dans Rl'inéquation In(2x—1)<—3. 
Résoudre dans Rléquation 2 e™ -3e* -2=0. 
3) Calculer une fonction dérivée, étudier son signe : 
a) Calculer la fonction dérivée de la fonction f définie sur R par f{(x)= x°e* 
b) Calculer la fonction dérivée de la fonction f définie sur Rpar f(x)=xe * Etudier le 
signe de f'(x) 
4) Calculer des primitives : 
Déterminer les fonctions primitives F de la fonction définie sur R. 





a) f(x) = e” 
e' 
LE TT 


5) Calculer des limites : 
Déterminer les limites en —-w et en ++ des fonctions suivantes. 
f(x) =(x+3)e" 


f(x) = e* -x 


Simplifier les expressions suivantes : 


à = e* 3 Let) 
A=e*xel* B=e* +2e* e ) 


- > FEXN-2) 3x 
el2x#1) D=(e J ”xe 
E-606" xa" ER Pere G—= — (3x-1) 
etr2x) H- È 
. (ef FR e) X n a K- o?e” e21) 


e e 
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\5/ APPLIQUER 


Pour chacune des fonctions ci-dessous, donner l’ensemble de définition, sa dérivée, et son 
tableau de variation : 


1)'f(R)=-5x+24+e" 2) f(x)=xe" 3) f(R)=e" /x 
A) Hx)=(1-Xle" 5) t)=xté” 6) f= (E -1) 
7) f(x)=e *"* 8) f(x)=e* 9) f(x)=e** -e* 


\6/ APPLIQUER 


On considère la fonction g définie sur R par g(x)=(x-1)e* -1 
1) Calculer g (x) et dresser le tableau de variations de g. 
2) a) justifier que g(x)<0 pour x<0. 
b) Calculer g(0) et g(2), puis montrer que g(2)>0. 
c) En déduire que l'équation g(x)=0 admet une seule solution a dans R. 





3) On considère la fonction f définie sur R par f(x) =— , 
Co 


Etudier les variations de f, puis montrer que f ( a )= a -1 


V S’ENTRAINER 


1 
On considère la fonction f définie sur IR par l0 =xe*six#0 
f(0)=0 
(£) sa représentationgraphiquedans un repère orthonormé. 
1) Etudier la continuité de f en 0 (pour cela, on calculera les limites à gauche et à droite en C 
on les comparera à f(0) et on interprétera graphiquement les résultats obtenus). 
2) a) Déterminer la limite de f en —-w puis en +% 


b) Déterminer la limite de f(x)-(x+1) en- puis en+o Interpréter graphiquement ces 
résultats. 
c) On considère la fonction g définie sur par :g(x)=e" -(x+1) 
Etudier les variations de g. 
En déduire que, pour tout réel x non nul,g(x)>0. 
En déduire la position de(&) par rapport à la droite (A) d'équation y=x+1. 


3) Déterminer lim- que peut-on en conclure quant à la dérivabilité de f en 0 ? 
x xX 

4) Etudier la dérivabilité de f surIR*. Déterminer f puis étudier les variations de f. 

5) Dresser le tableau de variation de f. 

6) Tracer (¢) et(A) dans un repère orthonormé dont l'unité est 2 cm. 
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S’ENTRAINER 


On considère la suite numérique CA définie, pour tout entier naturel n non nul, par 


sa =| e"Vi+tat. 


1) Démontrer que la suite (J,) est croissante. 





2) On définit la suite (Z, ), pour tout entier naturel n non nul, par Z, = A +l)e”dt. 


a) Justifier que, pour toutt > 1,ona yt+1<t+1. 
b) En déduire que J, <7. 
c) Calculer /, en fonction de n. En déduire que la suite (J) est majorée. 


d) Que peut - on conclure pour la suite (J,) ? 


\/ S’ENTRAINER 


X x 


Soient f et g les fonctions définies sur ] - 1, + c[ par : f(x) = a g(x)= T 
| +4 (1+x) 


On désigne par ( C ) et (T ) les courbes représentatives respectives des fonctions f et g dans 


un repère orthonormé (Oi, j) du plan. 





La courbe (T ) de g est donnée ci dessous 


Partie À 
1) Etudier les variations de f et vérifier que pour tout x > - 1, g(x) = f(x) - f ' (x). 
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2) Etudier la position de (C ) et (T ) puis tracer ( C ) dans le même repère que celui de 


(M). 
3) Calculer laire de la partie du plan délimitée par ( C ), (T ) et les droites d'équations 
respectives x = 0 etx = 1. 


Partie 
Pour x > S on pose F(x) = [ "rat. 
€e 


X 


1) Montrer que F est dérivable sur El ee F (Oai 
e ( 1+In x) 


2) Montrer que pour x e€ El ona F(x)< efi E . En déduire lim F(x). 
e 1+in x by 


a 





ys 1 ny e” 
EE aiat 
2(1+1n x) A Yp} (1+t) 


4) En déduire la limite en + œ de F puis dresser le tableau de variation de F. 


3) Montrer que pour tout x > sl , F(x) = 
e 


9 SE PERFECTIONNER 


Partie A 
On donne le tableau de variations d’une fonction f dérivable sur R. 





On définit la fonction F sur R par : F(x) = f f(t)dt. 
2 


1) Déterminer les variations de la fonction F sur R. 

2) Montrer que 0 < F(3) < 4e-2. 

Partie B 

La fonction f considérée dans la partie A est la fonction définie sur R par : f(x) = x? e-*. 

On appelle g la fonction définie sur R par g(x) = e-*. 

On désigne par (C) et (T ) les courbes représentant respectivement les fonctions f et g dans un 
repère orthogonal ( O ; i; 11 Les courbes sont tracées en annexe. 


1) a) Montrer que les variations de la fonction f sont bien celles données dans la partie A. On 
ne demande pas de justifier les limites. 

b) Etudier les positions relatives des courbes (C) et (T°). 
2) Soit h la fonction définie sur R par h(x) = (x? - 1e -*. 
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a) Montrer que la fonction H définie sur R par H(x) = (- x? - 2x - 1)e -* est une primitive de 
la fonction h sur R. 

b) Soit un réel a supérieur ou égal à 1. 

On considère la partie du plan limitée par les courbes (C) et (T ) et les droites 

d'équationx=1etx= aq. 

Déterminer l'aire A( a ), exprimée en unité d’'aire, de cette partie du plan. 

c) Déterminer la limite de A( a) lorsque «a tend vers + co. 
3) On admet que, pour tout réel m strictement supérieur à 4 e-2, la droite d'équation y = m 
coupe la courbe (C) au point P(x,; m) et la courbe (T ) au point Q(xa ; m). 
L'objectif de cette question est de montrer qu'il existe une seule valeur de xp , appartenant à 
l'intervalle ]- œ ; - 1] telle que la distance PQ soit égale à 1. 

a) Faire apparaître approximativement sur le graphique (proposé en annexe) les points P 
et Q tels que x, € ]- œ% ; - 1] et PQ = 1. 

b) Exprimer la distance PQ en fonction de x, et de x. 

Justifier l'égalité f(xp) = g(xQ). 

c) Déterminer la valeur de xp telle que PQ = 1. 


p SE PERFECTIONNER 


On considère une fonction f dérivable sur l'intervalle ]-c0;+00| 


On donne le tableau de ses variations. 





Soit g la fonction définie sur |-;+| par g(x)= [ f(t)dt. 
Partie À : 
1) En tenant compte de toutes les informations contenues dans le tableau de variation, tracer 
une courbe (C) susceptible de représenter f dans le plan muni d'un repère orthogonal (unités 
graphiques : 1 cm sur l'axe des abscisses, 2cm sur l’axe des ordonnées). 
2) a) Interpréter graphiquement g(2). 

b) Montrer que 0< g(2)<2,5. 


3) a) Soit x un réel supérieur à 2. 
Montrer que [ f(t)dt > —2. 
En déduire que g(x)2 x-2. 


— M Chapitre N°8 — m 


b) Déterminer la limite de la fonction g en +o. 
4) Etudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle |-:;+00| 
Partie B : 
On admet que tout réel t, f(t)=(t-1)e ‘+1. 


1) A l'aide d’une intégration par parties, exprimer en fonction du réel x l'intégrale 
[ (t-1)e ‘dt. 


2) En déduire que pour tout réel x, g{x)=x(1-e ‘). 


3) Déterminer la limite de la fonction g en -co. 


3 SE PERFECTIONNER 


Le but du problème est l'étude simultanée de deux fonctions f et g (Partie A), utilisée ensuite 
pour déterminer une valeur approchée d’un certain nombre réel noté C. 
Le plan est rapporté à un repère (0,i,j) ; (unité graphique 2 cm) 
Partie A 
Soient les fonctions f et g définies sur l’ensemble des nombres réels par : 
f(x)=x-e* et g(x)=(1-x)e* 
On appelle (C) et (C’) leurs courbes respectives. 
1) a) Déterminer les limites des fonctions f et g en +00 et en -co, 
b) Montrer que la droite d’équation y=x est asymptote à (C). 
c) Etudier le sens de variation de chacune des fonctions f et g sur l'ensemble des nombres 
réels. 
d) Dresser les tableaux de variations des fonctions f et g. 
2) Pour tout réel x, on pose h{(x)=f{x)-g(x) 
a) Montrer que, pour tout réel x, h'(x)=1-g(x). 
b) En déduire le sens de variation de la fonction h, sur l'ensemble des nombres réels. 
c) Démontrer que les courbes (C) et (C’) admettent un unique point d’'intersection, dont 
l’abscisse, notée a , appartient à l'intervalle [1:2] 


d) Etudier, selon les valeurs de x, la position relative de (C) et (C'). 
3) Tracer (C) et (C). 
Partie B 


1 i 
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, =1 re +.. +—-—1n(n) 
n 


1) A l’aide d’une calculatrice, déterminer un encadrement de S2o d'amplitude 10-3. 
2) a) En utilisant le tableau de variation de la fonction g définie dans la partie A, démontrer 


z ` x 1 
que pour tout réel x appartenant à |0;1|, e* < PEN 
-X 
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1 
t i 
b) En déduire que pour tout nombre entier k22, e* “et puis que, pour tout nombre 





entier k22, Ein = | 
k k—1 


c) Pour tout entier n 22, calculer S —S,,.En déduire que la suite (Sn) est décroissante. 


3) Pourtoutentier n220,on pose u =S S. 


n 
a) Vérifier que pour tout entier n220, u, 20. 
b) En utilisant le tableau de variationde la partie A, démontrer que, pour tout réel x 
appartenant à [0;1], 1+x<e*. 


1 
<e*, puis que, pour tout nombre 





c) En déduire que pour tout nombre entier k21, 





k 
d) Vérifier que pour tout entier naturel n>20. 


n L 4 1 
u, =ln| — |-| —+— +.. +— |. 
(5) E 22 L) 


En raisonnant par récurrence, démontrer que pour tout entier n>20. 
n+1 Eo | 1 
nf ttes 


entier k21, fit). 





n ZL 72 n 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session de contrôle 2008) 


Pour tout entier naturel non nul n, on considère la fonction f, définie sur [0, 1] par 
Ë (x) = e* WE Fri 


1) Etudier les variations de f.. 


2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, l'équation f, (x) = 0 admet une unique 


solution u, et que u, € [0,1]. 


On définit ainsi sur IN’, une suite (u, ). 


3) a) Soit n un entier naturel non nul et x un réel de l'intervalle ]0, 1[. Comparer les réels 
LAC EE ON. 


b) Montrer que pour tout n e IN”, f,(u,.,)<0. 


c) Montrer que la suite (u, }est croissante et en déduire qu’elle est convergente. 
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4) a) Montrer que pour n > 1, In(u,)= T k 
n+ 





b) Calculer la limite de la suite (u, ). 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session de contrôle 2008) 


Soit f la fonction définie sur IR: par f(x) = x+(x—1)e "et soit Ë sa courbe représentative dans un 
repère orthonormé 


(aig) . (unité graphique 2 cm) 


1) a) Montrer que lim f(x) = +00. 


b) Montrer que la droite A d’équation y = x est asymptote à la courbe € au voisinage de + co. 


c) Déterminer la position relative de 6 et A. 


2) On donne ci-dessous le tableau de variation de f. 





a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet, dans IR+, une seule solution a et vérifier que 


teget 
2 


b) Tracer la droite A et la courbe 6. 


(On précisera la demi-tangente à 6 au point d’abscisse 0 et on prendre a ~ 0.4). 
"de. 





1 
3) On désigne par (u, )la suite définie sur IN” par u, = [ ; f(x) 


a) Calculer u. Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 





b) Montrer que pour tout entier naturel non nul , 0 < u, < i 
n+ 


c) En déduire la limite de la suite (u, ). 
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NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Partie À 
On considère la fonction g définie sur R par: 


g(x) =n(1+e*)- — ; 





1. Déterminer la limite de g en +. 


r 1 
2. Montrer que, pour tout réel x, g'(x) = Tr ' 
e +1 


3. En déduire que pour tout réel x, g(x) > 0. 
Partie B 


On considère la fonction f définie sur R par: f(x)= e x In (1 -- g=) i 

On note C, la courbe de la fonction f dans un repère orthogonal. 

1. Déterminer la limite de la fonction f en +. 

2. a) Vérifier que pour tout réel x, f(x) =-xe* +e* In (1 + g). 
b) En déduire la limite de f en —. 

3. a) Justifier la dérivabilité de la fonction f sur R. 
b) Déterminer f' la dérivée de la fonction f et vérifier que f'(x)=e*x g(x). 
c) Dresser le tableau de variation de f. 

4 Tracer C, 

Partie C 


Soit (u, ) la suite réelle définie sur N° par u, = f e In(1+e™)dx. 


x 


e 


e +1 





1. a) Vérifier que pour tout réel x, f(x)- f (x) = 


En déduire une primitive F de f sur R. 
b) Hachurer sur la représentation graphique un domaine dont l’aire, en unités d’aires, est u, 


c) Calculer u. 
2. a) Montrer que la suite (u,) est décroissante sur N’. 
b) En déduire que (u,) est convergente. On notera £ sa limite. 
1 a L 
c) Montrer que pour tout ne N*, nf Pl -1) Su < anae -1) 
e 


d) Déduire un encadrement de 7. 
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NT SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (ax + b) e“ où a,bet c sont trois paramètres réels. 


La courbe représentative de f dans un repère orthonormé (o, i J ) du plan ainsi que ses 


tangentes aux points d’abscisses respectives - 2 et 0 sont tracées ci - dessous. 





Partie A : 
1) a) Déterminer à partir du graphique les valeurs de f(0), f’ (0) et f’ (-2). 
b) En déduire les valeurs de a, b et c. 
2) On admet que f(x) = xe? 
a) Calculer f’ (x) pour tout réel x, puis dresser le tableau de variation de f. 


b) Déterminer les branches infinies de ( C ) aux voisinages de - œ et de + co. 
Partie B : 


1 1 
On considère la suite (7, ) définies sur IN par: J} = Í À e'dt et I, = [. te’ dt, pour tout entier 


naturel non nul. 
1) Calculer L: 


2) A l’aide d’une intégration par parties, exprimer I„„ en fonction de /,. 


3) On désigne par A le points de ( C ) d'abscissel. 


AT 
Soit V le volume du solide de révolution engendré par la rotation de l'arc OA de la courbe ( 
C ) autour de l'axe (oi). Calculer V. 
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2) Montrer que (T. ) est décroissante et que pour tout n de IN, 0 < 7, < 








| “_, En déduire 
n+l 
im { 
Partie C: 


On considère la fonction F définie sur [1, + œ [par F(x) = f "Pedi ] 
Donner les valeurs de F(1) et F(e). 


Montrer que F est dérivable sur [1, + œ [ et que pour tout réel x > 1, on a F' (x) = (In x). 


m ms 
Co Qu 


LAJ 
Le, 


Montrer que pour toutréelxze,ona:x-e<F(x)<(x-e)(In +) ; puis déterminer lim F . 
+00 


+) Dresser le tableau de variations de F. 
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N/ ocu 


—Inb 








Ina Iné 
1) e™ +e "”=are P=a+ 


Donc réponse c. 
2) 


FDF -lew [= [Se 














= | 
4 4 
V/ FAUX OU VRAI 
Donc réponse c. 
3) Vrai: 
<= 
1-x2 l 
lim — = lim g7 |(1+x)=0 
ew l= eA eae 
LS 5 
Å —— 
NO 
4) Faux : 
in a Wreg im ME) 
X— — © X— — © e 
. In(1+x ” 
= lim = | (onposeX=e" ) 


X—0 X 
5) Vrai :f(x)= 3°,x > 0. 
= = 08 sr nor 


N7 APPLIQUER 
1) 


a(x)=e"xe""; pet -4 goy aE) =t 


Soit a(x)=4e" 
Inx »-4 
o D=" o ex d'où PFT., 
ii 
soit b(x) = G 
X 
e On sait que 
c(x)=In2+Ine" t c(x)=In2+x. 


In(ab)= Ina +Inb, d'où 
2) L'équation s'écrit g z 


Les deux membres de l'équation étant strictement 
positifs, on applique la fonction In. 


e—a 


š 3 | | 
Ona € >0 et A > 0 ;on applique la fonction In : 
X 3 . X ` 
me = ne on sait que Ine =x, d’où 


l'inéquation p=}, 
2 
On détermine l’ensemble de définition de 
l'inéquation. 
L'inéquation existe si 2ZX—1>0, donc l’inéquation 


est définie sur B. ted. 


On applique la fonction exp aux deux membres de 
l'inéquation;la fonction exponentielle étant 


strictement croissante sur R, a <b si et seulement 
je Zer, 
anza” dott- ize" 2e“ 41, 


Loa 
soit x <—(e™ +1) et donc n= 11,1 
>i ) Co bac “| 


On procède à un changement de variable en posant 


X=e” pour se ramener à une équation du second 

degré. 

e*si X=e*,ona X°=(e*) =e” et l'équation 

devient 2X°—-3X-—2=—0, équation du second 
1 

degré qui a pour solutions X = n où Aez : 

On revient ensuite à l’inconnue x. 


La solution X = ng ne convient pas car, pour tout 


x réel, e* est strictement positif. On obtient la 
solution de l'équation initiale en posant € =2 , 
d'où x=In2. p={In2}. 

3) 

a.f est le produit de deux fonctions et 
f'(x)=2xe" +x°e* =e*(2x+x*). 

b.f est le produit de deux fonctions et 
f'(x)=e * +x(-e ")=e "(1-x). 

pour tout xde R,e”>0 ,donc f'(x) est 
du signe 1-x. 

Si x<1;1-x>0etf (x)est strictement 
positive ; 

Si x>1,1-x<0 et f'(x) est strictement 
négative ; 

Si x=1,f (K)=0. 
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4)La fonction X> 3X a pour dérivée 3: f peut 





1 
s'écrire f(x)= z*3e™,doncest de la forme 
—xu'e ;une primitive de f est de la forme 
—xe"; 
3 


D'où f(x)= Le” +GceER. 


e f est le produit de deux fonctions et 
f'(x)=e" +x(-e ")=e "(1-x). 

Pour tout x de R,e “ >0,doncf'(x}est du signe 
de 1-x. 

Si x<1, 1-x>0 et f (x) est strictement positive ; 


Six>1, 1-x<0 et f (x) est strictement négative ; 
SI x=1, f (x)=0. 


u 
e f est de la forme—, avec u>0, donc f a une 
u 


primitive de la forme In u. 
f est un quotient. Si l’on pose u(t)=e* +2,alors 


u'(t)=e".D'où F(t}=-In(e +2)+c;c eR 


5) 
a. fest le produit de deux fonctions et on a: 


En +00: lim =(x+3)= +o : et lim e* =+: 


X—> +00 X>+ 
D'où lim f(x)= +% ; 
X—>+00 


En présence d’une forme indéterminée en —%, On 
peut penser à utiliser la limite de référence: 
lim x“*e* =0 pour tout réel œ positif. 


X—}—00 
en —0 : lim (x+3)}=—0 et lim e*ř=0: on est 
X—>—00 X——0 


donc en présence d’une forme indéterminée. Pour 


utiliser la limite de référence lim e*=0, avec a 


X—>—00 
=1, il suffit de développer le produit, d’où 
f(x)=xe" +3e"; lim xe*=0et lim 3e” =0, 

X—}—0 


x 
d'où lim f(x)=0. 

x 
b. fest la somme de deux fonctions et on a: 
en—co : lim e*=0et lim (—x*)}=-00 


X—>—00 X—ÿ—00 
D'où lim f{x}=—00 
X——0 


En présence d’une forme indéterminée en +, on 
peut penser à utiliser la limite de référence: 





X 


= e€ Z FA . 
lim — = +00. Pour tout réel œ positif. Pour faire, 
x—>+0 g” 


on cherche à factoriser x‘. 
en +oo : lim e* =+% et lim (x )]=—00 


X—>+00 
On est en présence d’une forme indéterminée. 
Pour utiliser la limite de référence 


X 


à e , 
lim =— =+%,avec a=2, on factorise par 
X—>+00 x 


x"=f(x)=x (Det: lim =£ _=+%,donc 
x“ 


X—>+00 


lim = S-D- +00: lim x° = +00,d'où 


X>+ 


lim f Go = +00, 


7 be 


Simplifier : 

A=e xe B=e* +2e* 
A=er#" ze =1 B=(1+2)e" =3e* 
C=(e*} x et? 

(—2x) a eFx-2x) = e* 


(-x) 


C=e*xe 
D=(e xe” 


D A aeg x g7 à aix) Ta e* 








Éeëger Ego air2 
E-e) Let F = e6%2}01-2x) 
2x+1 

G= = 

e% Zi 2x. 2h O A 
G=—— =e xe” =e = @ 

pe” 
H= S 
g-e Ha e 
I=(e*+e)/e J=e"%e* /e A 


4 
€ eo —x+2x-1 x-1 
Il=—+%=6 +1 J=e =€ K=e”* 
e e 


\7 APPLIQUER 


Pour chacune des fonctions ci-dessous, donner 
l'ensemble de définition, sa dérivée, et son tableau 
de variation : 





— my Corrigé 


1)f(x)=5x+2+e" 

f est définie, continue et dérivable sur R. 
f (x)=5+e* 

Comme €*>0. 0na f'(x)>0 pour tout x € R 
Conclusion : f est strictement croissante sur R. 
2)f(x)=x €” 

f est définie, continue et dérivable sur R. 
f'(x)=1xe*+xe*=(x+1)e* 

comme €* > 0, On a f(x) est une signe de (x+1) 
Conclusion: f est strictement décroissante sur 


|-;-1| et strictement croissante sur [-1 +00] : 
#4 y 1 
Le minimum de fest f(—-1)=-1xe =-—— 
e 


3) f(x)=e" /x 
f est définie, dérivable, 
exx—e x1,  (x-1}e 


x x’ 


sur R et f'(x)= 


Comme e* >0, ona f'(XJ)est du signe de (x+1) 
Conclusion: f est strictement décroissante sur 
]-c;1| et strictement croissante sur [1 +| 


1 
e 
Le minimum de f est f(1)= ri — € 


4) f(x)=(1-x)}e" 

f est définie, continue, et dérivable 

sur R. f'(x)=-—1xe*+(1-x)e* =-xe" 

Comme e* > 0, on a f(x}Jest du signe de -x 
Conclusion: f est strictement croissante sur 
| ; 0| et strictement décroissante sur [O ; +00] l 

Le maximum de f est f(0)= (1—0)xe° =1 

5) f(x)=x+e" 

f est définie, continue et dérivable sur R. 
f'(x}=1+(-1)e* =1-e™ 

Ona: 

1-e*>081>e* aee e0 
On a f(x) > Olorsquex > 0 


f est strictement décroissante sur |-;0| et 
strictement croissante sur [O , +00] j 

Le minimum de fest f(0)=0+e° =1 

6) f(x)=1/(e* —1) 


fest définie <> e* -10 
ore* -1=0 6 e“ =1 4% e* = < x=0 





Donc f est définie sur R | 


fest définie, dérivable sur R et 


f'(x)=- 


X 


e 
(e -1f 
Commee* >0et(e*-1) >0,on a f(x)<0 pour 
tout R 
f est strictement décroissante sur |-c;0| et 


strictement décroissante sur 10;+o0|. 


2 
7) f(x)= e * +3 
f définie, continue et dérivable sur R, 
F(x)=—2xe * 
2 
comme € * * -0, on a f(x) est du signe de -2x 


f est strictement croissante sur |-:0| et 


strictement décroissante sur 10; +]. 
Le maximum de f est f(0)= eT —e 
3 
8) f(x)= €” 
TE out 
f est définie > —est définie & X #0 donc f est 
X 

définie sur R {0} 
a = 

f est définie, dérivable sur R°,f'(x)=——-e* 
X 


3 
- 3 
Comme e*>9 et -7 >0,on a f(x)<0 pour tout 
X 


+ 
xekR 


f est strictement décroissante sur |-c0;0[ = 
strictement décroissante sur 10;+o0|. 


9) f(x)= e — e7* 
f est définie, continue et dérivable sur IA 
F(x)= 4e** —-(—-1)xe”* =4e* +e 


Comme tt ete” "= 0, 


on a f (x)>0 pour tout X € IR 
f est strictement croissante sur IR 


\6/ APPLIQUER 


On considère la fonction g définie sur IR pæ 


g(x)= (x—1)e -1 
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1) Calculer g'(x) et dresser le tableau de variations 
deg. g'(x)=1xe*+(x-1)e* =xe" 

Comme €” > Qon a g'(x) est du signe de x. 
Conclusion: g est strictement décroissante sur 
|—;0f : et strictement croissante sur ]0;+] .1e 


minimum de g est g(0)= (0-1)xe° -1 =-2 

2) a) justifier que g(x)<0 pour x<0. 

Lorsque x<0,on a (x-1)<0 et donc (x —1)e* <0 

Par suite (x—1)e —-2<0& g(x)<0 

b) Calculer g(0) et g(2) puis montrer que g(2)>0. 
g(0)=(0—1)e° -1=-2 

et g(2)=(2-1)e-1=e-1 

On sait que 2>0 et que la fonction exponentielle est 


croissante, donc €f >e <e >1 

Donc g(2)>0 

c) en déduire que l'équation g(x)=0 admet une seul 
solution œ dans IR. 


On montré que g(x)<0 sur |-;0/, donc ne 
s'annule pas sur |-;0!. G étant continue, 
strictement croissante sur [0;2] elle réalise une 
bijection de [0;2] dans | -2;e? — 1 | 

comme 0 € | -2;e° -1| d’après le théorème de la 


bijection ; il existe une unique valeur q € [0;2] 


telle que g(x)=0. 
3) On considère la fonction f définie sur IR par 


X 
[CRT 
(x) e*+1 


Etude des variations de f 
f est définie; continue et dérivable sur IR. 
f'(x)= (1x(e"+1)-x(e") _ (E-RE EI -g 
(e* +1) CH E +1) 
Par conséquent f est du signe contraire de g. 
et donc f est croissante sur |-w;a]est décroissante 








SUT[@;+00| 


Puis montrer que f(a)=a—1 


f(x) = 





e” +1 


Org(a)=0(a-1}e" -1=0& e" = 
 — 


Donc : 
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pi 


1) limt- —œe¢t lim e* =0 donclime* =0 
x0 X X—}—00 2o 
(théorème de composition) et donc 
lim f(x)=0 . Puisque lim f(x)=f(0),f 
X— X—> 
x<0 x<0 


est continue à gauche en Q. 


vxeR f(X)= st - = 


pS | a l p | = 


T te. 007 
lim — = +00 et Jim — = +% donc 


0 J 
EA X X+ * 


1 


A a 
os = ne TES 
X 
(théorème de composition). 
F n'est donc pas continue à droite en 0. 
(Č) admet un point d’arrêt du coté gauche et une 


asymptote verticale (l'axe des données) du coté 
droit. 
1 
2)a) lim—=0et lime = e° =1 donc 
x> Y 
1 
lim e* =1 (théorème de composition) 
X—}—20 


etcomme lim x=—c, lim f(x)= 
X—>—0 X—>—00 


(théorème de multiplication) 
1 


1 = 
lim == 0 et lime* = e° =1 donc lim e* =1 


x+ Y x—0 X—>+00 
(théorème de composition) 
Et comme lim x=+00, lim n f(x)= +00 


X—3+00 
(théorème de at) 
b) V x EIR* 





ee Re e a  ae 


d = 
lim == Detlim® 1 = 1 donc 


X——0 Y% x—0 y 
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1 





TA — M 1 (théorème de composition) 
x 
et lim [f(x)-(x+1)|=1-1=0 (théorème 
d'addition) 


Même conclusion en +00, 


Cela prouve que ( C;) admet en -œ et en +œ, une 
asymptote oblique d'équation y=x+1 

c) g est dérivable sur IR (différence de deux 
fonction dérivables sur IR). 


i X 

vxeIR* 8 (x)}=e —1. 

| Pk A 120 
Signe évident: si x<0, ex <1,€ —1<U et si x>0, 
ex>0, e—-1>0 
g est dérivable sur IR donc sur |-c0 0] et sa dérivée 
est strictement négative sur ]-c:0| donc g est 
strictement décroissante sur |-;0]. 
g est dérivable sur IR donc [O; +| est sa dérivée est 
strictement positive sur ]0;+f donc g est 


strictement croissante sur [O ;+o0] 


En 0, la dérivée de g s’annule en changeant de signe. 
G admet un minimum absolu égal à 


g(0)=e°-(0+1)=1—1=0.Ceci prouve que, 
pour toute autre valeur de x, g(x) > 0. 


=, 1 
Pour tout réel x,—Æ0 donc slz) > 0 autrement 
X 


1 1 
dit, e* (Lu) > 0, e* sai 
X X 

1 
e Six <0 , xe* <1+x (multiplication par un 
nombre strictement négatif) 
f(x)<1+x, (C) est au-dessous de (A). 

1 
e Six >0 , xe* >1+x (multiplication par un 
nombre strictement positif) 
f(x)>1+x, (C) est au-dessus de (A). 


mjo 

3) VxelR* ——=e* et on a vu au 1 que 
X 

5 oT) 

lime* =0 donc lim——=0. 

x—0 + X 


I] ne reste plus qu'à remarquer que 
f(x) > f(x)-f(0) pour en déduire que f est dérivable 
X x—0 

à gauche en 0 et (C) admet donc en O une demi- 
tangente de coefficient directeur 0. 

Par ailleurs, f n’est évidemment pas dérivable à 
droite en 0 puisqu'elle n’est pas continue à droite en 
ce point. 


1 
4) La fonction x }> — est donc dérivable sur IR*. Il 
X 


importe peu de savoir dans quel ensemble elle 
prend ses valeurs puisque la fonction exponontielle 
1 
est dérivable sur IR tout entier. La fonction X > e* 
est dérivable sur IR*. Comme compossée de! 
fonctions dérivables et comme la fonction X> X 
est dérivable sur IR, la fonction f est dérivable sur 
IR* comme produit de fonction dérivables sur cet 
ensemble. 


VxeIR * 
i 1 T E, 
f'(x)=1xe*+xxe" {5} (1-4) 
X 


1 


vxeIR* f'(x}=e* x=— 





1 
e* est strictement positif donc f'(X) est du signe 





de 
X 


f est dérivable sur IR* donc sur |-c0;0[ et sur 


[1 +00| et sa dérivée est strictement positive donc 





f(x) est du signe de 


5) 





f est dérivable sur IR* donc sur |-2;0| et sur 
[1;+o0| et sa dérivée est strictement positive sur 
sur |-:0| et sur [1;+00| donc f est strictement 


croissante sur sur |-:0| et sur [1;+c0[ 
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f est dérivable sur IR* donc sur 10;1| et sa dérivée b)t+1>Vr+1={(r+1)e" >4t+le", Vt > 1l 

ast strictement négative sur 10:1, donc f est = | (e+) "az f" bijeg (n > 1) 
1 ! ' 4 
strictement décroissante sur 10:1|. SI >J, 

En 1, la dérivée de f s’annule en changeant de 3 en | 
signe. F admet un extremum, plus précisément un kæ Elik j => í aiy 
Eia z x u t S a a E 
minimum égal à f(1)=e. Stinnes AT ({)=e v(t) = -e 

ss): (1+1)e il j e dt 
e E 
=-(n+1)e"+=-e" +- 
e e 
3 PEE 
L PRET 
e e 


JL SL, = 25 (J, ) est majorée par 2 
e e 


=- - -= - 


t 
esbonmmbteoss.lt.… 
t 


d (Ja) est croissante et majorée donc elle est 
Per gi, 


-arer Er D \/ S’ENTRAINER 
Soient f et g les fonctions définies sur | - 1, + «| par: 


T(= 





-m d| d M 
1 
1 
i 


X X 


sn DE — 
1+x (1+x) 





Partie À 


1) fest dérivable sur ]-1, + «| et on a: 
e(1+x)-e ye 
A r 
(1+x) (1+x) 





J, = ['e"Vi+tdt, n e IN* 


1) Monotonie : 


J J = |” eirtdt- f" eNi+tdt 


=f" eVi+tdt>0 
äi >0 





> (Jn) est croissante. e xe 


ol, 7e As 
2) a) (t + Tf= + ts 12ète1, Vt2>0,.en (1+x) 


X > xX 
particuler si t > 1 7 (+x)e -xe __ _e 


t+1> F1, Vt>1 (lta)  (1+x) 











fix) - g(x) = f'(x) 


Position de (C) 
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2) f(x) - g(x) = f' (x) 


— von one be <— 


C) est au dessous de 
par rapport à (T`) o T) 
(0,1) 

A 
i 

6+ 
$ 
ł 

si (C) om 
i 
ji 

il 
1 
f 
? 

3+ 
? 
f 

2] 
} 
$ 

2 1 > 1 3 4 5 

i 

4+ 


i 


3) | -od = [ f'E 


= f()-f(0) = zl U.A 
Partie B 


1 HS 
Pour x> —, on pose F(x) = l f”(t)dt. 
e 0 


f? est continue sur |-1,+c0| 


1) (>in x) est dérivable sur El 
e 


COS 


1 
=> F est dérivable sur [Esel etona: 
e 


F' (x) = u (x) x f? (u(x) = xa = 


(i+inx) (1+Inx) 





(C) est au dessus de (T°) 


184 
2) | (bat = | PUS 
0 0 (1+0 
Oth St< 92hrs arae 
2t 
x“ PE- 








(+4) (1+r) 


In x x? nx e 
| D ue |: PTT 





+ «[1- Jro, v xe Lil 
l+lnx e 
lim #[1- J=- 

=D] 1+1n x 


et ros efi- ! } vxe Ea 
1+ In x e 














lim F(x) = —-00 
arf 
pra [rod [TE 
On pose : | 
u(t) = u(t) = = 3 
(1 + t) (1 + t) 
v'(t) =e” v(t) = Se 





In x 
2t 2t 
sre all k 
ALEE S e UD 





an T LE ai Um 

2{i+inx) 2 “9 (14) o _e 
In x p” 

4) Vx 21, ona: f zdt20 
° (1+6) 


(On intègre une fonction continue 
et positive dans un sens positi) 


2 
= WA VX 2l 


SYC ET 
2(1+Inx) 2 
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2 
TER TS 
x—+00 2(1+1n x) 7 
1 1 
O E 
X—>+00 G 2x) 72 
te 
X X 


= Jim F(x) =+00 


X—>+00 





F SE PERFECTIONNER 


Partie A 

1°) Par définition de F on a, pour tout x réel, F'(x) = 
f(x) et, d’après le tableau des variations de f, f(x) 2 
0. On en déduit que F est croissante sur R. 


3 
2°) On a : F(3) = [that 
2 


D'après les variations de f, pour tout t € [2 ; 3], 0 < 
f(t) <de-2. 
On en déduit, par intégration sur [2; 3], que: 


foat < fiat < [4e at 
2 2 2 


D'où :0 <F(3) <[4 e-2t]; ou bien : 


0 <F(3) <4e-2x3-4e-2x2 

On obtient bien l'encadrement : 0 <F{(3) <4e-2 

Partie B. 

1°) a) f est bien dérivable sur R car c'est le produit 

de deux fonctions dérivables sur R. 

Pour tout x réel, f'(x) = 2xe-*+x2(-e-*) 
=e-x(2x-x°) 

Comme e-*> 0 pour tout x, f’(x) est du même signe 

que (2x - x2). 

Le trinôme - x? + 2x a deux racines 0 et 2 et il est du 

signe du facteur de x? (négatif) à l'extérieur des 

racines. 

On en déduit que f ” est négative sur ]- œ ; 0], 

positive sur [0 ; 2] et négative sur 





[2; +00[ d'où f est décroissante sur |- œ ; 0], 
croissante sur [0 ; 2] et décroissante sur [2 ; + oo. 
De plus f(0) = 02( e?) = 0 et f(2) = 22(e-2)=4e-2. 
Donc les variations de f sont bien celles données 
dans la partie A. 
b) On étudie le signe de f(x) - g(x) pour tout x réel. 
f(x) - g(x)=x2e-*-e-*=e-x(x2-1) 
=e *{(x-1)(x+1) 

Comme e-*> 0 pour tout x, f(x) - g(x) est du même 
signe que x?2-1=(x-1)(x+1). 
Le trinôme x? - 1 a deux racines - 1 et 1 et il est du 
signe du facteur de x? (positif) à l'extérieur des 
racines. 
On en déduit que : 
Pour x e]- 00 ; - 1[ U] 1; + oo, f(x) - g(x) > 0 
d'où (C) est au dessus de( [') 
Pour x=- 1 ou x= 1, f(x) - g(x) =0 d'où (CJet(r) 
se « coupent » 
Pour x €e]-1; 1[,f(x) - g(x) < 0 d'où (C) est au 
dessous de ( I ) 
2) a) H est dérivable sur R car c'est le produit de 
deux fonctions dérivables sur R. 
Pour tout x réel, 
H'(x)=(-2x-2)e-*+(-x2-2x-1)(-e-x) 

=e-*(-2x-2+x2+2x+1) 

=e-*( x2-1)= h(x) 
Donc H est bien une primitive de h sur R. 


b) A( a) = [ŒC)-gtt)t car, pour x 21, (C) 
1 


est au dessus de ( I ) 


= [te -edt= [e*(t?-Ddt 
1 1 


f h(t)dt = [H(t)] Ý d'après le résultat de la 
1 


question précédente 
=H(a)-H(1)=(-a2-2a-1)e-(-12-2-1)e 
-4 

DoncA(a)=(-a2-2a-1)e"+4e-1. 

(Voir la partie coloriée de la figure ci-dessous) 


| NGIRI Let 
imAle)= mes Tee 
e e € e e 
a —>+ 00 q —>+ 00 
2 
Justifications: lim ——= lim—— = 0 d'après le 
e e 
théorème de la croissance comparée 


a —>+ 00 a —>+ 00 
lim e”= + co d'où lim—= 0 d’après le théorème 
e 


des limites de quotients 














—M Corrigé 


qa —>+ 00 Q —>+ 00 
On en déduit le résultat final par le théorème des 
limites de produits et de sommes. 


3) Voir la figure ci-dessous 
a) Le point P est à l'intersection de la courbe (C) de f 


et de la droite d'équation y = m. 
Le point Q est à l'intersection de la courbe ( I ) deg 


et de la droite d'équation y = m. 
On a: m = y= f(xp) et m = yo = g{xo) donc f(xp) 
= 8(x0). 
b) On a f(x) = xp? €? et g{xo) = g(xr- 1) car 
PQ=1=xr-xQ 

= Pr D 


On doit avoir f(xP) = g(xo) d'où xp e ™ = e ri) 


=% = 
ré Se T Kerr 
Comme xp € ]- œ; - 1 [, on en déduit que 


xp =- ye =- 1,65. 
Voir la figure demandée ci-dessous. 


(la valeur exacte de m est f(- Ve )=exe 
valeur approchée à 10 -2 près est 14,14) 


i 
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3 SE PERFECTIONNER 

Partie A: 

1) Le tableau de variations permet d'affirmer que la 
droite dďd'équation y=1 comme asymptote verticale 


en +00, 
Comme f(0)=0, alors la courbe C passe par l'origine 


du repère. 
Ensuite elle passe par le point de coordonnées 


(2;1+e*) et en ce admet une tangente 


horizontale. 
On obtient : 





2) a) La fonction f est croissante sur [0;2] donc 
f(x) 2 f(0) pour x € [0;2]. 

Comme f(0)=0, alors f(x)>Opour tout réel 
xe[0;2|. 

Ainsi comme 0<2, alors on sait que 
g(2)= | f(t)dt est laire du domaine du plan 


compris entre la courbe C, l'axe des abscisses et les 
droites d'équation x=0 et x=2. 


b) La fonction f est croissante sur [0;2] donc 
f(0) < f(x) < f(0) pour X € [0;2] 


Ainsi [’#(0)at < | f(t)at < [ fCat. 

Or f(0)=0 et f(2}=1+e2 

donc O(2-0)<g(2)<(2-0)(1+e*) et ainsi 
O<g(2)<2(1+e*). 

On sait que 2<e<3 donc 0<4<e <9 d'où 
<< d'où 1+e” a e -5 


Par suite {1+e *)<2 2 et 


ainsi 2(1+e*)<2,5. 
Finalement on obtient donc 0 <g{(2)<2,5. 


3)a) La fonction f est décroissante sur [2;+00| À 
f(t)2 lim f(x) 
Où lmf(x)=1 


X—>+00 


Donc pour tout réel t € [2;+00| ARE. 


Soit x un réel tel que x > 2. 
On a [2;x[ E [2;+o0[ f 
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donc pour tout réel t € [2; x | HOL 
Par conséquent L f(t)dt > [ 1dt. 


or | 1dt=x-2. 

2 
On a donc obtenu que pour tout réel X22, 
[fat sien: 


Remarquons que pour tout réel x22, 
X 2 X 
g(x)= [ f(t)dt = [ f(t)dt + [ f(t)dt. 
2 
D’après la question 2.b). on sait que [ f(t)dt >0 


X 
On en déduit donc que g(x)2 [ f(t)dt et ainsi 
g(x)2 x-2. 
b) On sait que pour tout réel x >22, g(x)2 x-2 
et on sait que lim x-2 =+. 


X—>+00 


Par suite lim g{x) = +0. 
X—+20 


4) Pour tout réel x, g(x) = [i f(t)dt. 

Or comme f est dérivable sur |-c0;+00| elle est 
continue sur |-c0;+c0| 

On sait donc que pour tout réel x, g'(x)= f(x). 

Or on a montré que f(x)20 pour xe[0,2| et 
f(x)21 pour x € (2; +o]. 

Par suite f(x) 20 pour toutréel X € [0 +0] 

On peut même affirmer que f(x)>0 pour 
XE [0;+0f et f(x)2 1pour xe [2;+00| 

Par suite g'(x) >Û0 pour X€ 0; +o]. 

Ensuite on sait que la fonction f est strictement 


croissante sur [—-00;0| donc f(x)<f(0) pout tout 


réel x<0. 
Ainsi f(x)<0 pour x<0. 
On a donc g'(x)}<0 : la fonction g est strictement 


décroissante sur |-;0|. 

Partie B : 

1) On a f (t-1)e ‘dt = K v(tju(t}dt on posant 
bn =t-1 


u'(t)=e* 





v'(t)=1 
u(t)=-e 


dérivables et les fonctions v’ et v’ sont continues. 
La formule d'intégration par parties donne alors. 


[œ-e"at-[c-106e"f-[ixte"at 


les fonctions u et v sont 


On obtient 


=[-«-1e" [+ feat 


Or (i e ‘dt = | -e~ f 


roù fa-near- [tne e-e] 


= | -te” i =-xe", 


2) Ona g(x)= | ((t-1)e™ +1)dt 


X 


0 


= ((1-tje "at + [iat 


par linéarité de l'intégrale. 
Or on a montré que [tt-1e"at=-xe" et on a 
0 


[ 1dt = x donc g{x)=-xe  +x=x(1-e ”) 


3) Pour tout réel x, g{x)=x(1-e *). 
Or on sait que lim e* =+% et lim(—x)=+00, 
X—+0 X—>—00 


donc par composition, on a lim e™ +0. 


X——2 


Par suite lim (1-e™)=-—%, de plus lim x = —o%. 


X—>—00 
Par produit de limite, 
ona donc lim x(1-e “}=+0 


x>- 


Finalement lim g(x) =+: 


2 SE PERFECTIONNER 


Partie A 
Soient les fonctions f et g définies sur l'ensemble des 
nombres réels par : 


f(x)=x-—e* et g(x)=(—1x)e* 
On appelle (C) et (C) leurs courbes respectives. 


1. a. Déterminer les limites des fonctions f et g en 
+00 et en -o0, 


lim e* =0 donc lim(x-e")}=—-00. 
X—>—00 


X——0 


Soit x un réel non nul, f(x) = «(1 < 
X 





m 
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X 


lim Ea +00 donc Jim i Es z) ——œ puis par produit 
X 


X—>+00 x X>+ 


lim «(1 <) = —00 
X—>+00 x 
Aussi, lim f(x)=—œ et lim f(x)=—00 
X—>—00 X—>+00 


lim[1 -x] =—00 et limf(x)=—00 


X—>00 

b. Montrer que la droite d’équation y=x est 
asymptote à (C). 

Soit x un réel, 


f(x)-x=-e"et lim [f(x)-x]=0 


Donc la droite d'équation y = x est asymptote à (C) 
en -00, 

c. Etudier le sens de variation de chacune des 
fonctions f et g sur l’ensemble des nombres réels. 

F est la somme de deux fonctions X> X et 


Xx > e* , dérivable sur IR donc f est dérivables sur 
IR. 


Soit x un réel ,f'(x)=1-—e*. f'(x)20 

&1-e >0Ss1>e S0>x 
f est donc strictement croissante sur IR et 
strictement décroissante sur IR. 


g est le produit de deux fonctions X> Xet 


X> e”, dérivable sur IR donc g est dérivables sur 
IR. 
X 


Soit xun réel, g(x) =-—xe*, 
g(x)20& -xe 20602x. 
g est donc strictement croissante sur IR_ et 


strictement décroissante sur IR de 





2. Pour tout réel x, on pose h(x)=f(x)-g(x). 
a. Montrer que, pour tout réel x, h'(x)=1-g(x). 


Soit x un réel x, h{(x)}=f(x)-g{(x) = x -2e* +xe* 





F et g sont dérivables donc par somme de fonctions 
dérivables sur IR, h est dérivable sur IR. 
Soit x un réel x, 


h'(x)=1-2e +xe* +e* —=1-—e"+xe 

=1+(x-1)e =1-(1-x}e". 
Pour tout réel x, h(x)=1-— g(x). 
b. En déduire le sens de variation de la fonction h, 
sur l'ensemble des nombres réels. 
D'après la question 1d, pour tout réel x, g(x)<1. 
Donc pour tout réel x, 1—-g{x)>0. et h est 
strictement croissante sur IR. 


c. démontrer que les courbes (C) et (C) admettent 
un unique point d'intersection, dont l’abscisse, 


notée q, appartient à l'intervalle | 1,2] 


Soit M un point du plan de coordonnées (x,y). 


M(x,y)e(C)n(c') 
e + HE: = Len 
y=g(x) (f(x)=g(x)  (h(x)=0 


Or d’après la question précédente, h est continue 
strictement croissante sur IR donc h réalise une 
bijection. De plus, h(1) h(2) <0 donc d’après le 
théorème de la bijection, l'équation h(x)=0 admet 
une unique solution À dont l’abscisse est a. 

d. Etudier, selon les valeurs de x, la position relative 
de (C) et de (C). 

h est strictement croissante sur IR et h(æ)=0 

Donc, pour tout réel X<@, h(x)<0 donc (C) est 


en dessous de (C). 
Donc, pour tout réel XZ2@, h(x)2 0 donc (C) est 


en dessus de (C'). 
3. Tracer (C) et (C°) : 





RE 
j 
r 
F4 
A 
Pi 
Fi | 
Fi 
Fi 
Partie B 
Pour tout entier naturel n non nul, on pose 


t At pat 
2 n 
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1. A l'aide d’une calculatrice, déterminer un 
encadrement de S2o d'amplitude 10-3. 


S, = 0,352. 


2. a. En utilisant le tableau de variation de la 
fonction g définie dans la partie A. Démontrer que 
1 


=% 





pour tout réel x appartenant à J0;1[ TL 


D'après la partie A, pour tout réel x, (1—x)e <1. 
Or pour tout x appartenant à (|0:1|, 1-x>0 





donc par quotient, €* < 
=Á 


Pour tout réel x appartenant à 10; 1| ,1—-X>0. 

b. En déduire que pour tout nombre entier k22, 
1 
ek < , puis que, pour tout nombre entier 

k 


Er 


k- 
k>z, 


Finn 


Soit k un nombre entier supérieur à 2, 0 < x ZL. 


En posant, Re et en utilisant la question 


ds 1 1 
précédente x < 1 e 
1 
a 
k 





FES 
k—1 


1 
Aussi, pour tout nombre entier k > 2, ẹek<—>_ k 
k-i. 
La fonction in est strictement croissante sur IR z 
1 
donc ek akt atap _K |. 
k-i Kk k—1 
c. Pour tout entier n22, calculer, S —S ,, En 
déduire que la suite (S:) est décroissante. 
Soit n>2, 


S =S à PEN dre À 
2 n 2 + ms | 





SS a <a) nn -1)=Ż-1n( 2 | 
n n 


D’après la question précédente , avec k=n, n2>2 


alors À < inf = Je £-in( = }so 
n n—1 n n—1 


ets + 5 € 0. 
Pour tout N > 2, la suite (Sn) est décroissante. 
3. Pour tout entier N >20 ,on pose u, =S,, —S 








n 


a. Vérifier que pour tout entier Nn >20, u, 20. 





Pour tout N > 2, la suite (Sn) est décroissante. Donc 


pour tout n>20, S, <S, donc S,,-S, <0 et par 


suite pour toutentier n>20,u 20. 


b. En utilisant le tableau de variation de la partie A, 
démontrer que pour tout réel x appartenant à 


10;:1], 1+x<e” 

D’après le tableau de variation de la partie A, pour 
tout réel x, f(x) <—1. 

Soit x un réel, 

f(xX)<-1Sx-e <-1S x+1<e. 

c. En déduire que pour tout nombre entier k21, 
KE LE 


a — 
ee 


Errok 
Soit x , en posant AET x appartenant alors à 


10:1] donc en appliquant la proposition 


1 1 
précédente, 1 + À <e*, donc =i <ek. 


: kri > 
Pour tout nombre entier k >21 = <e* 


La fonction In est strictement croissante sur IR, 


donc :Pour tout nombre entier k 2 1 


k k 
d. vérifier que pour tout entier naturel n>20, 
n iNi 
u, = — | 1+4+—+t— tnt | 
20 21 22 n 
Soitun entier n >20, 


1 1 
u =S, -S a u pe 


1 1 1 1 
—(1+—+.+—+.+—Inn)=-—-..-—-In20+Inn 
20 n n 21 


n 1 1 
=[n(—)-(—+..+— 
Go > 21) 


Donc pour tout entier naturel n >20, 


n Tp | i 
u, =in +—+.+— 
Gr) rt") 


V3 SUR LE CHEMIN DU BAC 


L,G)=e" -y m Wired 1 
1) f, est dérivable sur [0, 1] et on a: 
f (x) =-e* —-(2n+1)x" <0 
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= lim In(u,)= lim - fn J(£)- 
n+ n—+00 2n+1 +00 


> limin(u,)=0= lim u, =1 


n—+20 n+ 


\y SUR LE CHEMIN DU BAC 





Soit f la fonction définie sur IR+ par 
f(x) = x+(x-1l)e” 





croi 1 | = lim Te” 
2) f, est continue et strictement décroissante sur [0, ) a) lim f(x) lim x +(x—1l)e 


1] donc f, réalise une bijection de [0, 1] sur put Le nt "i dns 
x—+o , x X ; 
1 N-+00 E E 
—-—],1 No NO 
e b) 
l s | aR ra. 
0e |--1,1| > équation f,(x)=0Q0 admet une lim f(x)-x= lim(r-De” = lim—-—- 
e X—3+00 X>+ x—> +0 e e 
So Vo 
DIRE CORAN RISQUE DE o, I| | => A:y=xest asymptote à la courbe & au voisinage 
3) aj £a) - de + o. 
4) f (x)= (e™ La Tr ) -(e™” — ans c) fœ —x=(x—1) E 
>0 
— 274 L y2n+3 X 0 l 


= (1-x2)>0, A] TEE = 7 F 


b) u, € [0,1] = 


Position de (£) (4) est au (£) est au 
La (Pa z i (iga ) = f, (he ) <0. par rapport à À dessous de À dessus de À 
c) E (un ) <0 > fı (ü < f, (u, ) » OT f, est AN 
, (1,1) 
strictement décroissante sur [0, 1] > 4,,, > u, 
2) 


= (u ) est croissante. 


n 


De plus on a (u,) est majorée par 1 donc (u,) est 








convergente. 
6) a) 
ü 2n+1 -U 2n+1 

i (u,) a ET (u,) =0 e "= (u,) a) f est continue et strictement croissante sur 

E [0, + of donc f réalise une bijection de [0, + œ[ sur 
e-u, =1n| (u,)”” |= @n+D1n(u,) aet 

=> l'équation f(x) = 0 admet, dans IR:, une seule 
u, 
© ln (u, ) = — solution a. 
2n +] f(0)=-1<0 


— | m [Á e z= — — — 

2102 7 > 21e 

In (u ) y n b) soit (t) la demi-tangente à (6) au point ď’abscisse 
: 2n +] 0 


l 
A > 0<a<— 
b) Soit / = lim u, ; £ € [0,1] {> t Lo +) à ső 7 
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>: f (0x+f(0)=3x-1, x > 0 


3) 





u, =f E@]d =f x+(x-1)e"d 
27! 

a) EA +I 
a a Z m 


E 
-[: Zer 
2 


Calculons I, à l’aide d'une intégration par parties 
On pose : 


+ =Š Ey h LX)=1 
= 

P= ge” v(x) = -e” 

[= | -œ-1)e™ ji — f —e"dx 

=(a-ije*-[e*] 

=(a-1)e" -(e” 


l-g? l—@* |. 1 la 
> U, = 5 += 7 at À 


u, est l'aire de la partie du plan limitée par (6), 





-e*)= de” ak 








l'axe des abscisses et les droites d'équations 
respectives x=œetx= 1. 


b) Va<x<1,ona:0<f(x]<x=0< He) L 


>0<u, =| [FO] d < f x'a 


x l 
OS < = 0<u, 























j n+1l}| 
n+l 
PAE. E pin, 
n+l n+1 n+1 2 T El 
J usu = et lim . =0 
n+1 7n+1 
— imu =0. 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 
Partie A 


go)=h(1+e*)--—. 





1. lim g =0. 








iey 4 (éd) 

3. g est continue et strictement décroissante sur R 
= #(R)- Jimastimel = forma] 

=> g(x)>0 VxeR. 


Partie B 


f@=exin(1+e"). 
In(1+e”*) m(1+X) 
1. lim f = lim = lim —— =1 
X>+ g” X—0 X 
= A:y=l est une asymptote à C, au 


voisinage de +0. 





2.a) f(x) =e xn] e (1+e")| 
=e “x| n(e AT ) 
= —xe" + e” xIn(1+e*) | 
b) lim f = lim- xe" +e” In(1+e*)=0. 
3.a) (x—— e") est dérivable sur R. 
(x——1+e™) est dérivable et strictement 


positive sur R 


— lnov est dérivable sur R 
=> f =uxlnov est dérivable sur R. 
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b) posene) E], 
=g din (1+e™)- = 


ex n(ise")-— z 
e 








[=e xg >0 









c) f (x) 
l 
fol 0-7 
4. Traçage : 
: (C) 
À 
2 
1 APPIE RUN LE 
M 
1 fa 1 2 3 
-1 
Partie C 
E- 2 s 
u, Ir In(1+e )dx neN. 
1.a) 
f- a=” xIn(1+e")-e x ga) = 
à 
e x|[In(1+e “ }-g(x))]= 
) g( )) pv] 


=> F(x)-f(x)=in(e +1) 
> FG)= f(@)+m(e +1)=e xin(1+e")+in(e +1) 
b) Voir représentation graphique. 


co) u = f e*in(1+e)dx=F(1)-F(0) 


- em[1++]+m(e+1)-2m2 
e 


= (e+1)m(e+1)-e-21n2. 
l x x 


l 
2. a) ngenti D -=> — > 
n n+l n n+l 








Yx e [0,1] 


x 


> e' Da 5 e m(1+e*)> e n(1+e*) 
= fie mfite”)d> | e m(1+e”)dx 
> U, > U > (u, ) est décroissante. 

b) On montre que u, = f'e” n(1+e™)dr>0, 


on aura donc (u,) est décroissante et minorée par 


0 donc ( u, ) est convergente. 


i 
c) 0<x<l1&-1<-x<0&-<e” <l 
e 


1 jl 
l+-<l+e" <2enfi+i)<n(ite")<u 
e e 


: 1 z m 
<>. e” «inf1+2) <e” xin(1+e™) <e” x In 2 
e 


= fje xin{1+} Jar< 
e 
[ler xin(1+e)d< [ler xin 24 


l l 
=. fille jen TOG -) 
e 


1 


| 1 
Z E | 
d) ima e 1 in à 1 =] 


n+ n= +0 





n 
=> m(1+Ż)<r<m2. 


€ 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


Partie À 
1) a)f(0)=0;f'(0)=1;f"(-2)= 0. 
b)f(0)=0<b= 0. 





— My Corrigé 
f'(x) = ae™ +c(ax+b)e™ =(acx+a+bc)e 


f'(0)]=1&a+bc=1a=1 
f'(-2)=0&-2ac+a+bc=0e c=7%. 


2) f(x) = xe? 
Dr Gate 


—00 —2 +00 


Res dr 


b) limf= 0> (0,i) : y = 0 est une asymptote au 


X 











voisinage de - co, 


lim f(x) =+0 et lim Ta =+0 > (C) admet 
x 


X—}+00 X—>+00 


une branche parabolique de direction celle de 
(0, j ) au voisinage de + oo. 
Partie B 


1) À, =f edt ar. —e—] 
D La=| edt 


u(t)= r" Fi ()=(A+1)f 
On pose | v'(f) =e' v(f) = e 
me. M m 


2 
p de=af xedx=zl, 
3) 0 0 u.v 
or I, =e-21,=e-2(e-I,)=e=2(e-e+1) 
=e—2 
> V=r(e-2)u.v 


-I = É Mad- -f t"e'dt 


-(n+1)f t'e'dt=e-(n+1)I, 


= pis (t—1) menje HS OS (r) est décroissante. 


said Sete <er 





= | l'edt<e[ FL o 





De plus ona 7, 20 carte >0Vte [0,1] 


lim 7, = 0 (Théorème des gendarmes) 


n> +0 


Partie C 
In x 2 

Fe | te dt [1,+o[ 
l XE 


B hnl ,, a Os, À de a a 
k F(D)=[ Pedt=| Pedt=-I,=2-e 


F(e)=| 4 Pe‘dt=| Pedi =0 


p 
[> Hý ve est continue sur IR 


SoitG une primitive de jsur IR, 
on a F(x) = G(In x) - G(1) 
(x5 In x) est dérivable sur [1,+c0[ 


G est dérivable sur IR 
u([1, +) € IR 


=> Gou est dérivable sur [1,+00[ 
=> F =G o u - G(1) est dérivable sur IR et on a: 


F'(x)=u"(x) G (uGx)) =u’ (x) y (u(x) = (Inx)? 


3) Appliquant le théorème des accroissements finis 
à F sur l'intervalle [e, x] 
F est dérivable sur [e, x] 
1<F'(t)=(Int} <(Inx}/Vte [ex 
= x - e < F(x) -F(e)<(x-e)(Inx), or F(e) = 0 
=> x - e < F(x) < (x-e) (Inx)? 
(x-e) tend vers + œ lors que x tend vers + œ 
lim F = +00 
as” +00 
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Equations différentielles 


1) Résumé du cours : 
Une équation différentielle est une équation dont l’inconnue est une fonction dérivable sur un 
intervalle I et qui fait intervenir cette fonction et ses dérivées successives. 


On a l’habitude d'appeler y la fonction inconnue d’une équation différentielle et y,y”, de 
y™ ses dérivées successives. 

A) Résolution de l'équation différentielle y'=ay, a+ 0 
Théorème 1 : solution de l'équation différentielle y =ay, a +4 0 
Soit a un réel non nul. Les solutions dans R de l'équation différentielle y =ay sont les Fonctions 


f, définies par f, (x) = ke” ou k est un réel. 


Illustration 


= Ar > 0 7 \ 
i ke ? a i f k > 0 \ 


k< 0 





Théorèmez : 
Condition initiale 
Pour tout couple de réels (x, : y.) , l'équation y’ = ay admet une unique solution Ï, telle que 


felo) = Yo : 


La condition f,(x,)= y, est souvent appelée condition initiale 


B) résolution dans IR de l'équation y'=ay +b ,af0,b70 
Théorème 3 : 
Les solutions dans R de l’équation différentielle y’ = ay +b, a* 0, b# 0 sont les fonctions f 


z ax b z 
définies pour tout réel x par f,(x)=ke™ -—, ou k est un réel quelconque. 
a 
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C) Résolution de l'équation différentielle y”+ © y=0 
Théorème 
L'ensemble des solutions sur R de l'équation différentielle y"+w°y=0 avec we R’ est 


l'ensemble des fonctions f, p telles que pour tout x €R, fen CO =K, coswx + k, sinwx Le, 
k eR, k,e R 
Remarque 1: 


On peut aussi écrire les solutions sous la forme 
Exemple : 

1) Résoudre l'équation différentielle y ° + 9y =0 
2) trouver la solution de l'équation précédente qui satisfait les conditions f (o) =1 et 
f'(z)=-2 

1) Les solutions de l'équation différentielle sont de la forme f, (x)=K;, cos3x +K, sin3x avec 
k ER, K,EeR 


2) Il s’agit de trouver une fonction f dont les constantes K, et K, vérifient les conditions 


fa(X)=Acos(wx +6) avec Ae R,peR 


imposées. 
La condition f(0)=1 est équivalente à f(0) =k, cos0 +k, sin0 =k, =1soitk, =1 


De même, nous avons pour tout réel x, f'(x) =-—3k, sin3x +3k, cos3x 


La condition f'(7)=-2 est équivalente à f'(xz)=-3k, sin37 +3k, cos37 = -3k, =-2soitk, =£ 


2, : 
La solution cherchée est la fonction: f ,:xXH cos3x Cum 
EL 
3 


Remarque 2 : 


Une équation différentielle est d'ordre n si dans l'équation différentielle interviennent une 


fonction y ainsi que ses dérivées y!" jusqu’à l’ordre n 


Il) Exercices 


NY oow 


1) On considère l'équation différentielle (E) :2y’-3y=1 
Avec la condition initiale f(0)=1 


La solution de (E) est la fonction définie sur R par : 
3 


4e? — 1 





a) f(x)= 
b) f(x)=e” 
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c) f(x)=-3e* +4 

2) On considère l'équation différentielle (E) : y” + 16y =1. 

L'ensemble des solutions de (E) est l’ensemble des fonctions définies sur R par : 
a) f(x)=Acos4x avec A eIR 


xX A 
b) f(x)=——-——e 4 Bavec(A,B)eIlRxIR 
) f(x) ne (4,B) 


c) f(x)= Acos4x +Bsin4xavec(A,B)elRXxR 


V APPLIQUER 


Soit À un réel et soit y la solution de l'équation différentielle y'+ Ay = 0 telle que y(1) =1. 


Exprimer y z) en fonction À. 


\3/ APPLIQUER 


1- Résoudre l'équation différentielle (E): y"+ y =0 
2- On donne par f la solution particulière de (E) dont la courbe représentative dans un repère 
orthonormé passe par le point de coordonnées (0,1) et admet en ce point une tangente 
parallèle à la droite d'équation y = x. 

a- Déterminer f(0) et f (0). 

b- En déduire une expression de f(x) en fonction de x. 


c- Vérifier que pour tout réelx: f(x) = V2 cos(x w + 


3- Calculer la valeur moyenne de f surļ|0, r|. 


Ww APPLIQUER 


1- Résoudre lľéquation différentielle: 4y "+ y =0. 


f()=43 
2- Déterminer la solution particulière de cette équation différentielle vérifiant: f j o 
=)=- 
2 


3- Montrer que cette solution f vérifier, pour tout x réel : f (x) = 2 cos z à) 


\5/ S’ENTRAINER 


Soit l'équation différentielle (E) : y’ + y = x, où y désigne une fonction dérivable de la variable 
réelle x et y' sa dérivée. 
1. Résoudre l'équation différentielle (H) : y+ y = 0. 
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2. Déterminer les deux nombres réels a et b tels que la fonction g définie sur IR par : 
g{x) = a x + b, est solution de l'équation (E). 
3. a. Le nombre k désignant une constante réelle, on considère la fonction I définie sur IR par: 
f(x)=ke" +x-1.Vérifier que la fonction f est solution de l'équation (E). 

b. Déterminer le réel k pour que f{0) = 0. 
4, Dans cette question, on prend k= 1. 

a. Calculer la valeur moyenne m de f sur l'intervalle [0 ; 2]. 

b. En déduire une valeur approchée de m à 10-2 près. 


\5/ S’ENTRAINER 


1. a) Résoudre l'équation différentielle : (E) 4y'+3y=0. 
b) Déterminer la fonction f, solution de (E) telle que f'(0) =-6. 


2. Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie sur l'intervalle I = [0;4] par 


oaie DS, 
a) Étudier les variations de g sur I et tracer sa courbe représentative (C) dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé(o; j: j) (unité graphique 1cm). 
b) Soit A le domaine plan compris entre la courbe (C), l'axe des abscisses et les droites 
d'équation x= 0 etx= 4. 
Calculer le volume V du solide engendré par la rotation du domaine A autour de l'axe des 
abscisses (x' x). (On rappelle que, dans ce cas, le volume V est donné par la formule: 


V=r MEOE L 


On donnera la valeur exacte de V en cm puis sa valeur approchée arrondie au mm? 


WW Hé 


1. Soit (E) l'équation différentielle : y'+2y = 0, où y est une fonction numérique définie et 
dérivable sur IR 

a. Résoudre l'équation (E). 

b. Déterminer la solution f de (E) telle que f (0) = 1. 
2. a. Calculer la valeur moyenne de f sur [0; 10]. 

b. Déterminer, en fonction de n, la valeur moyenne de f sur l'intervalle [ n ; n+ 1]. 


3. Soit (un) la suite définie par : Un = =a —- e” )e™ , pour tout n entier positif ou nul. 


a. Calculer la valeur exacte de Uo Uiet U2. 

b. Démontrer que la suite (un) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme 
et la raison. 

c. Déterminer la valeur exacte de la somme S= Uo + U1 + + U9. 
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v S’ENTRAINER 


A) On donne deux équations différentielles : (E, ): y'=3y et (E, ):y'=2y. 





1) Donner les solutions de l’équation (E1) et celles de l’équation (E2). 

2) Soit f la fonction définie sur IR par f(x)={(x)+f,(x)où f, désigne une solution de 
l’équation différentielle (E;) et f, désigne une solution de l’équation différentielle (E2). 
Déterminer f(x) sachant que f(0) = - 2 et f’ (0) =-3. 
B) On considère la fonction f définie sur IR par : f(x) = e* — 3e”. 


On désigne par © la courbe de f dans le plan rapporté à un repère orthonormé (O.i, j) 


1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe ©. 
2) Soit g la restriction de f à l’intervalle [In2, + of. 
a) Montrer que g réalise une bijection de [In2, + c[ sur un intervalle I que l’on précisera. 
b) Tracer G la courbe de g™ dans le même repère. 
c) Calculer l’aire À du domaine limité par la courbe © ’ et les droites d’équations y = In2, x = - 4 et 
x=0, 


F SE PERFECTIONNER 


Au cours d'une réaction chimique, on appelle C(t) la concentration du réactif (en moles par 
litre) à l'instant t (en minutes). On admet que la fonction C : t—> C(t), définie sur l'intervalle ! 
I= [0 ; +0 [,est solution de l'équation différentielle : C’(t) = - a C(t) (E) où a est une constante | 


donnée liée à la réaction. TELE CO NDERE 
1. a. Résoudre l'équation (E). CEE EEE 

b. Déterminer la solution de (E) vérifiant: EEEE EEE Hi] 
C(0) = 0,1mol.L -1 .C(0) est la concentration ,j: REED HE 
initiale à l'instant t = 0). MENT EEE EEEE 
2. On donne a = 9,9 x 10-minŻ? et on suppose o PEREAS SS REE EEE i 
désormais que la fonction C est définie sur I HE EEE EEE 

= RER 

PRE STE HR 

a. Déterminer le temps de demi-réaction HE RANCE sessE 

i he Ps T'ES NES TENUE ER TE Eh 

noté t1/2 c'est-à-dire la valeur de t pour OR 





laquelle la concentration est égale à la bof æl] 100 120 140 | 16 jola | 
D To Ooa PPT T Re tel 
moitié de la concentration initiale C(0). On 


donnera d'abord la valeur exacte de t puis celle arrondie à la minute. 
b. La courbe représentative de la fonction C est donnée ci-contre. L'axe des abscisses est 
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gradué en minutes. Déterminer graphiquement la valeur de t pour laquelle la concentration 
est égale à 10 % de la concentration initiale. 


g SE PERFECTIONNER 
On chauffe dans une grosse cuve un liquide et on appelle g(t) sa température en degrés 
Celsius à l'instant t exprimé en secondes, g étant une fonction numérique définie sur [0;+[. 
On admet que la fonction f définie sur [0;+0[ par f(t)=g(t)-100 est la solution de l'équation 
différentielle : (E) : y'+2x10 *y=0 vérifiant f(0)=-—80. 
1- a. Résoudre l'équation différentielle ( E) ,puis exprimer f(t)en fonction de t.. 
_2xX10 t 

b. Montrer que: g(#) =100—80e . Calculer g(0) 

2. a. Au bout de combien de temps la température atteint-elle 85°C ? Donner la réponse en 


heures, minutes et secondes. 
b. La température peut-elle atteindre 100°C ? Justifier 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


1. Déterminer l'ensemble des solutions définies sur IR, de l'équation différentielle suivante : 


(ŒE):y"+y=0. 
2. Soit g une fonction deux fois dérivable sur IR*. 


On définit la fonction f de IR* dans IR par: f(x) = xg =) ; 
xX 


Exprimer f” (x) à l’aide de g (+) et de x. 
xX 


3. On considère l'équation différentielle (E') : y" = -2 a 

Montrer que la fonction g est solution de (E’), si et seulement si, la fonction f définie pour 
tout réel non nulx par f(x)= xg =) est solution de (E). 
4, En déduire toutes les solutions de (E') définies sur chacun des intervalles ]- œ, O[ et ]0, + æ]. 
5. Soit g une solution de l'équation (E') définie sur ļ]0, + æ]. 

a) Déduire des questions précédentes une primitive de la fonction x > E g(x) 


2 
b) Calculer la valeur de l'intégrale [ z sin Las 
A 


X 
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K SUR LE CHEMIN DU BAC 


A l'instant t =0 ( t exprimé en heures ) un médecin injecte à un patient une dose de 1.4mg 'une 
substance médicamenteuse qui n'est pas présente dans le sang. Cette substance se répartit 
instantanément dans le sang, ensuite elle est progressivement éliminée. On note Q(t) la 
quantité de substance (enmg) présente dans le sang à l'instant t, (t20). On admet que la 
fonction Q: t Q(t) vérifie l'équation différentielle (E) : y +(0,115)y=0. 
1) Résoudre l'équation (E). 
2) a) Justifier que Q(t) =14e °°° ,t>0 

b) Donner le sens de variation de la fonction Q. 

c) Résoudre dans [0, +o ["équation Q(t)=0.7 ; la solution sera arrondie à l'unité. 
3) Pour une efficacité optimale de ce médicament, sa quantité présente dans le sang doit être 
comprise entre 0.7mg et 1.4mg. 
Expliquer pourquoi le médecin prescrit à ce patient uns injection de 0.7mg chaque six heures. 









Les solutions de l'équation différentielle y'+Ay =0 


sont les fonctions de la forme x > Ke” * ou K est une 
constante. 
La condition initiale y(1)=1 équivaut donc à 


Ke * =1 ,soitk =e” donc y(x)=e" et à) =e 


V7 APPLIQUER 


1) l'équation différentielle (E):y '+y =0est une 
équation différentielle du seconde ordre, linéaire, 
du type y"+w'y =0. 

La solution générale de cette équation est de la 
forme y = Acoswx+Bsinwx, avec A et B réels. Ici 
w =1d'oùw=1; (w >0). 

Donc la solution générale de cette équation 
y = Acosx+Bsinx 

2/ a- Détermination de f(0) et f (0). 

La courbe représentative de f passe par le point de 
coordonnées (0 ; 1), d'où f(0) = 1. 

La courbe représentative de f admet au point de 
coordonnées (0; 1) une tangente parallèle à la 
droite d'équation y = x. d’où f (0) = 1 car la tangente 
en un point dune courbe a pour coefficient 
directeur le nombre dérivé de f en ce point. 

b- Expression de f(x) en fonction de x 


Soit f la solution particulière de l'équation (E) telle 
que f(0) = 1 et f (0) = 1. Comme f est une solution de 
(E), il existe des réels A et B tels que, pour tout réel 
Xx: f(x)= Acosx+Bsinx. Alors f(0) = 1 

< Acos0+Asin0=1 & A=1. 
f'(x)=-Asinx+Bcosx.f(0) = 1 

< -Asin0+Bcos0 & B=1. La fonction f est donc 
définie, pour tout réel x, par : f(x)=cosx+sinx. 

c/ Autre expression de f(x). 

Pour montrer que f(x) égal 


à 2 cosl x-T développons cos |: 
E: 4 
TL S E 
cos| X—— |=cosxcos—+sinxsin—, 
= 4 < 


APPLIQUER 


1- Résolution de l'équation 4y "+y =0 


1 
2- 4y"+y=0 & dy"iy)=00y" iy = 0 


1 
Léquation différentielle y i my est une 
équation différentielle du seconde ordre, linéaire, 


du typey"+wy=0. On sait que la solution 


générale de cette équation est de la forme 
y = Åcoswx + Bsinwx, 


1 
avec À et B réels. Ici w” = Z, d'ouw = F (carw > 0). 
On déduit la solution générale de cette équation : 


y= Acos% + Bsin, avec À et B réels. 


S7 S’ENTRAINER 


1) Soit l'équation différentielle : (H) :y +y =0 
y'=-y d'où y=ke*;keR. 

2) Si g(x)=a x+b est solution de l'équation (E) 
alors on a: a+a x+b=x pour tout keR 


=1 = 
d'où s donc i 
a+b=0 b= 
3) a) f(x)}=ke”+x-1 on af'(x}=-ke”+1, 
donc f'(x)+f(x)=-ke”"+1+ke"+x-1=x. 
pour keR ona:f'{(x)+f{(x)=x; et fest solution 
de (E). 
b) f(x)=ke”+x-1 si f (0)=0 alors k-1=0 
d'où k=1 


4) a) k=1 


k į 90 =x-1. 


P ig | 
f(x)=e" +x-1. =>>], FGdx ; 


2 
L'F 1 x? 
=—— | (e“+x-1)dx u=-|-e“+—-x| ; 
= 7-5). í | > | 


a 0 
=—| -e€ +——-2-(-6"+0-0 
H | rs. ) 


p= [e +2-2+1| n= [1-67]. b) m = 0,43 à 


10-2près par défaut. 


\/ S’EN EE 


la. 4y'+3y=0 & y' {y l'équation différentielle 


y'=-Žy est une équation différentielle du 1° 


ordre de la forme y'=ay .On sait que la solution 


générale de cette équation est de la forme y = ke™ 
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où k est un réel quelconque. Ici a+ d'où la 
solution générale de l'équation (E) : y=ke *". 

b. Soit f la fonction, solution de (E), telle que 
f'(0)=-6.commef(x)=ke ®**, et comme la 


dérivée de (e" ) =j e 


on peut dériver f. f'(x) = Ki) er, 


tme 2 |e0 - =5 
Po=xf + e Ke 
La 


comme f'(0)=-6. Fa lis : k=8. la fonction f 
cherchée est telle que : f(x)=8e Ÿ**. 

2. la dérivée de g est définie sur I par: 
g'a) =8x er, g(x)=-6xe EX 

Comme e /** > 0, on en déduit que g'(x)<0 Donc 


la fonction g est strictement décroissante sur I . le 
volume V du solide engendré par la rotation du 
domaine A autour de l'axe des abscisses (x'x) est 


2 
donné par la formule: V=x| [g(x)] dx. comme 


l'unité graphique est le cm , l’unité de volume est 
2 
cms. d'où V= n| [8e E] dt 
Malin _2r,cs2x 1 
V=64n| e dt =64nx( Je T 
i Bea ng 0 3 | 
= e% e’) 


3 
128m 





V= 





(1 — e*) cm 3. une valeur approchée de V 


arrondie au mm est alors V = 133,709 cm ? 


N/ S’ENTRAINER 


1.(E):y'+2y=0 1ay=ce* est la solution 


générale de E. 
1.b. La solution f de (E) est telle que f(0)=1. On a 


donc1=ce =c soit c = 1. D'où f est définie par 
f(x)=e *. 
2.a. La valeur moyenne de f sur [0; 10] est : 


1 b 1 10 
=——| odr : u=——| e “dx 
ä FL (x) ü 10—-0°0 


: où NE: 0e a 1 -20 
=—|—-e"| ;u=—|1-e 
ji z 2 | i 20 | 





2.b = [M edx; 


n+1-n 


1 Fe n+i 
=| -—e 
j 2 | 


u= feae _ e" | `y = [e S d 


i y 5. 
=—e ” (1-e 
Re (tre) 
S U. 4e} U, =Z(1-e”) ; 


U, == {et} à == (4-et}* 


3.b. Pour montrer que (Un) est une suite 
géométrique il suffit de montrer qu'il existe un réel 
non nul que tel que Un +1 = q Un. 


Det: Used ete 


n 


1 Rae idée es 
Us =30-e tuer: a OE a 
Donc (Un) est une suite géométrique de premier 
1 : 5 
terme U, dre) et de raison e” 


3e U,+0,+0, +0, t Uy +0 + VU: 
1-q"* 
1-q 
On a donc 
Ust Ut UHU HU EU UaU 


1 1 ee g An) 


ai l-e” 


=U, x 





Us +U +U FU HU, +0 to U= +U =5x(1-e7 





2 -= 


0 l 
S’ENTRAINER 


A) 1) (E,):y'=3y & y(x)=ke” 


3 5 





— Ħa Corrigé 
(E,):y'=2y & y(x)=k'e” 

2) f(x)=£(x)+£6(x)=ke"* +k'e” 
f(0)=-2k+k'=-2 
f'(0)=-3=3k+2k'=-3 
k+k'=-2 3k +3k'=-—6 k=l 

= = 
3k +2k'=-3 3k +2k'=-3 k'=-3 
=> f(x) = e™ -3e* Vx e IR. 

B) f(x)=e* —-3e* 

1) fest dérivable sur IR et on a: 

f'(x) = 3e* —6e* =3e” (e* -2) 





lim f(x)= lime” -3e°” =0 
X- 22-00 0 “0 

lim f(x) = lim e™ (e” -3) = +00 
X—> +0 X—>+c0 ps 


+200 


f 2x 
lim 16] = lim 2 (e -3) =+0 => C admet une 
X—>+0 x _ 


+00 +00 


branche parabolique de direction celle de (0j) au 


voisinage de + co, 

2) a) g est continue et strictement croissante sur 
[In2, + oo[ = g réalise une bijection de [In2, + c[ sur 
I = [-4, + of. 

b) C'=S4(C)oùA:y =x. 

c) Par raison de symétrie par rapport à A, on a: 


nS In3 B In3 2x 3 3x 
A=f a fdax=f (3e : Jax 
.In3 
=| Že” -Eer (2-2)-{6-5)-7u4 
2 3 In2 2 3 3 6 


7 SE PERFECTIONNER 


a les solutions de ( E) sont de la forme C, :tkKke” ; 
keR. 
b- C,(0)=0,1 ; d'où ke’ =0,1 c’est-à-dire k=0,1. 


—at 





La solution cherchée est C:t-0,1e * pourt2>0. 


2-C(t)=0,1xe 210%, c) z ZCO) , 





d’où ixe? ==: 
—9,9x10°t=-In2 
t = M2 pins 70min. 
= 99x10 


2 
b- graphiquement, la concentration est dixième de 
sa valeur initiale au bout de 230 min ou encore 3h 
50 min (231 min ou 232 min). 


+ SE PERFECTIONNER 


1. l'équation différentielle y—-ay=0est une 


équation différentielle linéaire du 1% ordre on sait 
que la solution générale de cette équation: les 


fonctions f définie sur R par f(x)=k e°* où ke . 
Ici a=-2x10* f(t)=ke?*1 *. f(0)=ke" =-80. 
D'où k=-80 etenfin f{t)=-80e 7"! ! 

2- on sait que f(t)=g(t)-100 pour te[0;+|, d'où 
g(t)=100-80e "7" 

3.a) g(0)=100—80e° =100-80=20. 

la température atteint 85°C lorsque : 


_80e 21" 100 =85 
-240 *t a 15 3 


e -80e 21-15 e O + 
80 16 


r= -2x10*t =m À 
16 


In(3/16) 3 | 
t=——"=-5000In| — |+8370sec soit 
—2x10 16 
ts 2h 49° 30”. 


c. la réponse est non car on aura : 
_80e 21" :100=100 c'est- à -dire —-80e 21": =0 


ne — 
ou encore e **!° t 


tout réel t 


=0 impossible car e*>0 pour 
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1 SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) (ŒE): y” +y = 0 & y(x) = a cosx + b sinx, où 
(a,b)e R? 
2) g une fonction deux fois dérivable sur IR*; 


‘(x)= xe) | 
reo=a(2)rxLe(2)) 


Il 
m 
ET EN 
x |e 
OR. 
| 
x | 
ma, 
RS 

| = 
Ki F 2% 


X 
x ds 10. 40 be A PA i aA 
Se DDR liel 
X K X X X X X X X 


TET. 
3) (E): y'=-—y. 
$ 
f(x)=xg =) est solution de (E) 
X 


© f"(x)+f(x)=0 
w 
> BE — FE à 
x x x 
& e) = el?) Ye IR 
x xX 


e> g"(x)= (x) & g est solution de ( E' ). 
X 
4) gest solution de ( E' ) 
 f(x)= x=) est solution de (E) 
X 
1 : 
< f(X)= xa[+ =acosx +bsinx 
x 
x 
1 AL 
= g(x) = acos[ +) + bsin[ +) , V x € IR* 
X X 


5) Soit g une solution de l'équation (E’) définie sur 
10, + oo. 


& g(x) =xfacos(+)bsin(à)) VxEe]0,+ol. 
x x 


(a) Soit h:x > 1 s(x) => h(x)=-g"(x), V x e ]0,+ol. 
X 


& el +) == (acosx +bsinx) 


=> une primitive de h sur]0, + œ[est H : x} -g'(x) 
fee i (ee) (1) 
H(x) =-lacosl — |+ bsinf — | | -x| -—1{-asin| — | +bcos| — 
=> H= (a + P) COS =) — L + 2 }in[ À) j 
X X X X 


Vxe ]0,+ol. 


D 
“+. [1 2 1 : fa 
(b) [in ar frix) dx 
On prend a = 0 et b = 1, on aura g(x)= xsin(Ž) 
X 
2 2 
=d a S 21 
fie xsin 2) Je fist 
mA AL) JE 
di 
= T T 
Avec g'(x) = sin[ +) Lcos(à 
XI X X 


2 
— 1 Esin[ + ax =n-1 
A 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) y = -(0,115)y 
g(x)= Lars ke IR 


l’ensemble des solutions est 








0115 t 
2) 3) Q(t)=ke : Q(0)=-1,4 ©Kk= 14 
-0115t 
donc Q(t)=1,4e 
b) 
tan rise PE pe A a 
_0115t 
c) Q(t) =0,7 © 1,4e = 0,7 
agttt HT os 
1,4 
æ -0115t=M(05) < t= Re =6 h 
| D 


3) A l'instant t =0 un médecin injecte à un patient 
une dose de 1.4 mg , après 6 heures la quantité 
devient 0,7 mg . Si le médecin injecte 0,7 mg la 
quantité devient 1,4 mg à l'instant 6 heures 

à l'instant 12 H la quantité devient 0,7 mg. Donc 
pour que quantité présente dans le sang soit 
comprise entre 0.7mg et 1.4mg. Le médecin doit 
prescrit à ce patient uns injection de 0.7mg chaque 
six heures. 
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Nombres complexes 


I) Résumé du cours 


A) Forme algébrique d'un complexe. Représentation graphique 
Théorème 
On admet l'existence d'un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes, qui 
possède les propriétés suivantes : 
- Rest inclus dans C(RCC). 
- il existe un nombre complexe, noté i tel que i? = -1.(évident que ig R ) 
- les règles de calcul connus sur IR (distributivité, commutativité, … des lois + et x) sont 
vraies sur C. 
- tout nombre complexe z s'écrit de manière unique sous la forme : Z = X+ İy, où x et y sont 


deux réels. 
Définition 
L'écriture Z = X+ iy est la forme algébrique ou cartésienne du complexe zZ. 


x est la partie réelle de z, notée Re(z) (XER). y est la partie imaginaire de z, notée Im(z) 
(VER). 
Théorème 
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la même partie réelle et la 
même partie imaginaire. 
Vocabulaire 

e Un complexe de partie imaginaire nulle est un nombre réel : 

Im(z) = 0 & z est réel. (Exemples SINS N 

e Un complexe de partie réelle nulle est appelé un imaginaire : 

Re(z) = 0 & zest un imaginaire 

(Donc de la forme z = iy, y e R ). L'ensemble des imaginaires est noté iR. 
(Exemples : 3i,-51,...) 

Attention : si z n’est pas un réel, ce n’est pas forcement un imaginaire. 
(2-3; ni réel ni imaginaire) 
Remarque 
Contrairement à R, la notion d'ordre n’a aucun sens sur C : on ne peut donc ordonner les 
complexes, écrire que z > 0 lorsque z n’est pas réel n'aura donc aucun sens. 
Théorème 
Les règles d’addition et de multiplication connues dans R se prolongent à C. 
Autrement dit : 


(x+iy)+(x'+iy’) = (x+x )+i(y+y ) 
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(x+iy)(x+iy’) = (xx - yy’) + i(xy + yx’) [formule à ne pas apprendre] 

En particulier, pour tout réel x et y : (x+iy)(x-iy) = x?+y? et (x +iy ĵ = (x? - y? ) +į2xy 

Exemples : 

(2+3) (2-3) =7 +3 =13; (-1-2i)(-1+2i)= ? +2 =5; (i-5)(-i-5)=1° +5" =26 
(2+3i) = 2-3? +i2x2x3=-5+12i; (i—-5) =5 —1° +i2x(—5)x1=24-—10i 


irebe t y -iae de = > RP = = 
1 


Puissances de i : 
ANT PER anne De E 
YneN, j" 1 PR io E UE ee 
B) Conjugué d'un nombre complexe 
Définition : Le conjugué du complexe z = x + iy est le complexe z = x — iy. 
Exemple : 
PL EU LT ES SUN N ETS US 7e. e 
Propriétés 
Pour tout complexe Z = X +İy où (x,y)e R°, ona: 


e z =Z , zestun nombre réelssi zZ = Z , zestun imaginaire pur ssi Z = -Z 
© Z+Z =2Re(z jeze Z-z =2Im(z ) i=2yi et ZZ = (Re(z)) +(Im(z)) = x" + y" eR, 


Remarque 
C'est en fait le conjugué de z que nous utilisions pour donner la forme algébrique d’un 


quotient : 

3+i (3+i)x(1+i) 2+4i 
l-i (1-i)x(1+i) 

Remarque 

La conjugaison complexe est une fonction complexe ( C — C quià z > z) est compatible 


= ]+2; 





avec toutes les opérations usuelles. En effet on a les propriétés suivantes : 
Pour tout complexes z et z’, on a: 


——————— — — — ——— — —— Z 
LIST 2; Z-Z RDA LEE. &)- 
Z 


[N | 


(z'! 0) etz" =(z) (neN) 


N 


C) Aspect Géométrique 
Définition 
Le plan est muni du repère orthonormé direct (O,i, j) 
À tout nombre complexe z = x + iy on associe le point M de coordonnées M(x;y). 


On dit que M a pour affixe z ou encore que M est le point image de z : on note Mf{z) ou 
Aff(M) = z 
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On dit de même que OM a pour affixe z ou encore que OM est le vecteur image de z : on note 
OM(z) ou Aff(OM) = z. Le plan est alors appelé plan complexe. 


Autrement dit, le point M a pour coordonnées (x ; y) dans le plan cartésien si et seulement si 
M a pour affixe z = x + iy dans le plan complexe 


Remarque 
L'axe des abscisses est l'ensemble des points M d’affixe un réel : on l’appellera aussi « axe des 


réels ». 
L'axe des ordonnées est l’ensemble des points M d'affixe un imaginaire : on l'appellera aussi « 
axe des imaginaires ». 


Nous avons déjà remarqué que la forme algébrique d'un nombre complexe est unique : 
comme l’affixe d'un vecteur est liée à sa forme algébrique, nous obtenons que : 

Propriété : Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont la même affixe. 

e Si A(z,) et B(z,) alors AB (7, -Z, ) ou encore Aff (AB) = Zz ~ ŽB“ Za 

e Ona Z--=Z.+Z. autrement dit, l'affixe d'une somme de vecteurs est la somme des 


affixes. 
e Pour tout réel K, on a: En k Z- 


—- 
En particulier, l’affixe du milieu I de [AB] est z, = TATAE Ze 


Remarque : 





D) Forme trigonométrique d’un complexe. Ecriture exponentielle 
(O,u, v) désigne un repère orthonormé direct 
Soit M(z) un point du plan distinct de 0.( z + 0) 
En coordonnées cartésiennes 
Dire que M(x,y) a pour coordonnées (x ;y) 
signifie que : OM = XU+YV 


Z = x + İy est la forme algébrique de z 
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En coordonnées polaires 
Dire que M(r,8) a pour coordonnées (r, 0) 
M r = OM 
signifie que : reh £ [2r] 
z =r(cos0 +isin®) est la forme trigonométrique de z 
e restle module de z, on note : r=|z| (r>0) 


* © estun argument de z, on note : arg(z) = 0 [27] 


Ecriture polaire de z: | z= [r,8] 





Exemples : 1=[1,0], -1=[1x], i= 4 et-—] [1-2] 


GANLAR 1-2 lei a 
4 6 3 

Remarque : Le zéro n’a pas de forme trigonométrique 

Propriétés du module: (z,z') € C? 

z| = |-2 = [2 - x +y = OM 

z =0 < OM=0&0=M &z=0 

Aff(B) - Aff(A)| = |z, -z,|= AB 





z= +y = |z| z+ z| < |z|+|z'! 


" meN) 











z” 





Z z'| = |z! x |z! z 


z'| _ |z! 
—|=— en particulier 
z 


|z 


z 


D 2A. 











Remarque : Le module d'un réel est sa valeur absolue, ce qui justifie la notation 
Exemples : 13 -4il =43 +4? =5; 1 — Re 2 

-5| = 5; V11] = V11; fi = 1: 4i] = 4 et [3i = 3 

Propriétés de l'argument : zeC etz'eC 

arg(z) = -arg(z)|27| = arg(-)[2z] arg(-z)= z +arg(z)[2r| 

arg(æ z) = arg(z)[2r] pour tout æ e R* 

arg(zz')=arg(z)+arg(z')[27] 

arg(z")}=n arg(z)[27] pour tout n e N 











— Ħa Chapitre N°1 





argl 2 }= arg(z')-arg(z)|27| 


(u,AB)= arg(z, -z, )[27| ME A 


aa far 2. #2, 


(CD, , AB) = arg Zeza 


D — Ze 
Remarque : 
M(z)e(O,u)\{O} e ze R' & arg(z)=0[r] & arg(z)=0[27] ou arg(z) = z[27] 


M(z) e (O,v ) {0} & zeiR' & arg(z)= slz] & arg(z)= 5 127] ou arg(z)= — [27] 
E)Forme exponentielle d'un complexe 

On note : par conséquence on a : pour tout Z € C* 

z = r (cos® +i sin6) =|r,9] = |r e'° forme exponentielle de z 


Propriétés : 


cos8-—i sine = e? = e"? = — ef ef” = e0 der — je me nner -o0|[er) - 18 e'"® formule de Moivre 


Remarques : 


in - de le 49 = e° pour tout k e Z tout e 49 = e° pour tout k e Z eZ ag aG Lui 


Une écriture re” est une forme exponentielle si et seulement si r >0 





LT 


. j 
i wa ia i= ; -i= 
Retenons: 1=e" ,—-1=e" ,i=e? et-i=e ? 


Exemples : 1+i=V2et lehia 2e 3 et 3-i/3 = Be $ 
Formules d'Euler 









-= sin formules d'Euler| ou |e? + e  =2cos8 et e? —-e °° =2isin0 


Application : 
= cos(3x) = Re(e'*) = Re((e" j) = Re( (cosx +isinx) ) 


= Re (cos? x + 3cos?x (isinx) +3 cosx (isinx)? + (isinxy ) = cos’x - 3cosx sin’x 


LE ei* -ei* 3 Ci -e*) ex -3e e -ix + 3eite -i2x Le ix 
Et Se E 
21 (2i) -81 


13x ix -iX -i 3x i3x -i 3x ix -iX 
_€ 30" FJ" -g a A e~ -e pa e è A i 
-81 4 2 21 4 4 
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oP ap \ ,atf 


= Sn CC 2 2 


Appliquer les formules D'Euler il 
Exemples : 
8 \ 8 8 0 8 g ir 


8 8 8 
| À i= | is = A À . + D € 
e” -le 2 +e +} 2 = 2005 e? ete” -1-Íe 2—e he r= a e*=2 se e ? 
F) Complexes et configurations géométriques 
Colinéarité et orthogonalité 
= et sontorthogonaux . =0 = Le). alt 
ar. =, fl est imaginaire pur 


" A,B etC sont alignés & et sontcolinéeaites & =k KER 
er ER 4> arg =0 [x] 
G) Equations complexes 
1) Racines nièmes d'un nombre complexe 
Définition : Les racines nièmes d'un nombre complexe non nul Z, sont les solutions de 
l'équation complexe : z” = Z, pour tout n e N° 


Théorème: L'équation z'=Re* (oùR>0) admet exactement n solutions qu'on note 


.0+2kr 
Że OÙ Ke {0,1,...,n — 1} telles que z, = Re ” (où YR est le réel positif qui à la puissance n 





égal à R) 
Remarque : À partir den23, les points images des nombres complexes Zz, forment un 


polygone régulier inscrit sur un cercle de centre l’origine du repère et de rayon YR 
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Remarque : Les racines nième de l'unité sont les solutions de l'équation z” = 1 c'est-à-dire les 


.2kx 


Zz, Où ke {0,1,...,n — 1} telles que z, _e n 


Exemples : 





2RR 


1) Les racines cubiques de l'unité sont les z, = e 3 oùke {0, 1,2} cadi 





A „4n .2T 


i — — —| 
1,ei ete =-e ĉ 


pe TS i 
2) Les racines quatrièmes de 16e° sont les Z.=\166e * =2e 


x kr 


R E oùke {0,1,2} 


T 
—+2kr í 


2) Racines carrées d'un nombre complexe 
Théorème: Tout nombre complexe non nul Z, admet exactement deux racines carrées 


complexes opposées z' et z". (z"=-z' et ay = (z") SZ, | 


Remarque : L'écriture ,/Z, = z' n’est possible si et seulement si (Z,,z')e R° 
H) Détermination des racines carrées d'un nombre complexe non nul 


= Méthode exponentielle : 
; ia 8 (z2) 
Si Z,=Re® sous forme exponentielle alors z'= VRe? etz"=-VRe?=VRe ? sont les 
racines carrées de À, 
T . À aJt „97 
Exemple 1: Les racines carrées de 1+i= 2e 4 sont Te 8 et 4/26 č = IR] e 8 
7 z 7 Ei 
Exemple 2: Les racines carrées de 3i=3e ? sont d3 etet- J3 e * = J3 e‘ 


= Méthode algébrique : 
Si Z, =X, +i Y, sous forme algébrique 


e 1ecas: Z,=X,EeR: alors /X, et -,/X, sont les racines carrées de Z, 
Exemple : (3 et -V3 sont les racines carrées de 3 
o 2ème cas: Z, =X, € R* alors i/\X,| et —i,/1X,] sont les racines carrées de Z, 


Exemple : i NE et —i JA sont les racines carrées de -3 


2 
; Y TV 
e 3ème cas: Z,=iY eiR,; on a: z, =at- %) alors (1+i) Ÿ et-a% 


sont les racines carrées de Z, 
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Exemple : 





0 
2 


| Y. | Ÿ 
alors (1-i) Ml et —(1-i) Ml sont les racines carrées de Z, 


>» 5me rtas; L= Nti Y tlque X ziet Y 3x0 


2 
o 4ème cas: Z,=iY eiR: ;ona: 2 al. a- El 


Les racines carrées de Z, ont pour forme algébrique x + iy où x et y sont deux réels vérifiant : 


x—y=X, 
2y =h 
N LT 


Exemple : soit Z, =3+4i 


x2— y =3 
En résolvant le système : 4 2xy = 4 , on trouve (x,y)=(2,1) ou (x,y)=(-2,-1) 
X e a = J25 =5 


Les racines carrées de Z, sont 2 +iet-2-i. 
3) Equation du second degré 
Théorème 
Soit l'équation (E) :az*+bz+c=0;ze Cet(a,b,c)e C*x C x C. 











—b — —b +0 
( E ) admet toujours deux solutions (distinctes ou confondues) z' = : A s ne 
a 
Où ô est une racine carrée du discriminant A = b° - 4ac. 
Remarques 
e z'=z"<A=0. 
! 11 b ! ff C 
èe Z +Z" = —— etz xz" = — 
a a 
e z= 1 estune solution de ( E ) :az +bz+c=0&a+b+c=0 
e z=- (1 estune solution de (E ) : az? +bz+c=0<&a-b+c=0 
è A' =b" -ač avec b' = - est le discriminant réduit 
l= k etz" a aiie où Ô’ est une racine carrée de A. 
Exemple : soit dans C, l'équation iz? - (7 + 2i)z + 14=0 
2 1+2i-7+21 7+2i+7-2i , 
A={(7+2 —56= (1-23) = 8 27-05 a T yE E 7, 
En E 2i 2i 


(a+b)—4ab 
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I) Exercices 


QCM 
Cocher la bonne réponse : 
z désigne un nombre complexe 
La partie réelle de z=i(1+i)est 


La partie réelle de z=i(1-i)est 


,0} 


] 
þà 


Réel positif 


l—1 


{0} 


L'équation z° = iz a pour ensemble ' 


de solutions 








J 7 . Z = 
L'équation —— = zZ a pour 
2 TI 





ensemble de solutions 





Soitz e C B vérifiant Z +|z|=6+2i. 


| 

U | OO hs Fe i 1 
| S © | Hi | Ha 
D ~ 


w | OO 
+ 
D 


L'écriture algébrique de z est 


Dans le plan complexe, l'ensemble 
des points M d’affixez=x+1y 
vérifiant |z - 1| = |z + i | est la droite 
d'équation : 










6—Zz 
3-7 
(z e C). Une solution de (E) est: 











Soit l'équation (E) : z = 


Spi 


jà 
| 








Soit deux points A et B d'affixes 


respectives zą = i et z, = V3 dans un 


repère orthonormé (O; g: g) . L'affixe 
2i V3 +i ES 


zc du point C tel que ABC soit un 
triangle équilatéral avec 


(AB; AC) = z est: 
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\2/ APPLIQUER 


Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme algébrique 

i(3+2i)-3(2-5) ; -2(2-5)+21+ 25) : (+5) : (1-5) : (2+5) -2:(3-25):; A+) (0-25 
i 1, 1 3ER 84 2 

i 


le OÙ a o LI r 








Montrer, sans faire le calcul, que le complexe z est réel : 
(1+ 2i(1-2i)-(7 — 5i)-(7 + 5i) 
(2 +3i)+(2-—3i) 


W APPLIQUER 


Soit z, et z, deux complexes de module 1 tels que z,z, #-—1 





== Mr 
On pose z = AT . Calculer z — z et en déduire que z est réel. 
+2 
\5/ APPLIQUER 


3 
On pose a = et Ê = 
SÆ i 5— 7i 


Montrer sans calcul que æ + 2 est réel et que œ — B est imaginaire pur. 


\6/ APPLIQUER 


Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants : 
-Uü ; l+ 5 i-l į V3+i p; 1+i03 p (G+490-2) : (A-3iÿ : (A+? 











S+i 3 B N x+iy 
Te a ; cosæg+isinæg  ; cosg -ising ; —. 
3—4i (2 +i) x—iy 
V S’ENTRAINER 
Résoudre dans C les équations suivantes : 
1) (+35)z = 5i b) (2+iV3)z = 2+4: c) Z y 
z+i 

1) (+i)z=1-i e) (—-1-5i)z2+2=0 f) (1+iz)(z+25)(z +2 — 55) = 0 


5) (1+i)z-3z=1+5;i (on pose z=x+iy), 
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S’ENTRAINER 


Soient a et b deux nombres complexes. Montrer que |a|=1 ou |b|=1 si et seulement si 


a-b|=|1-ab|. 


\9/ S’ENTRAINER 


V3 


Fl)=ZT 2, avec nr 4 
FE) j j a 


1) Montrer que: j? = j et j =1. 
2) Montrer que : (VzeC) HO -2|2f = 2Re( jz’) et j f()ER. 


y S’ENTRAINER 


Dans le plan complexe rapporté àun R.O.N 0, 2. r); on considère le point A d'affixe z} =i, 


3 + 


le point B d'affixe z, = “ET et le point C d'affixe ze symétrique de B par rapport à l'axe 


réel. Montrer que le triangle ABC est isocèle en B. 


\Y S’ENTRAINER 


Soit zeC-{-1}. On considère le nombre complexe Z = “ee 
+Z 


1) Déterminer de deux façons différentes l'ensemble E des points M d'affixes z tels que 
Re(Z)=0. 

a) En posant z = x + iy, x et y réels. 

b) En utilisant la propriété : Z imaginaire pur ssi Z =-Z 
2) Déterminer de deux façons différentes l'ensemble F des points M d'affixe z tels que 
Im(Z)=0. 


S’ENTRAINER 


Déterminer et représenter l'ensemble E des points M l'affixes z dans chacun des cas suivants 
, de deux manières : 

= algébriquement, en posant z=x+1y. 

= séométriquement, en interprétant le module en terme de distance. 


a) z|= 2 b) z —2il =3 
c) biz —1| = V2 d) |z|=|z -1+ 2: 


———#,, Chapitre N°1 





Z—i 


=] 





e) | z=iļ=2 f) 


y S’ENTRAINER 


Soit u =—-5 + Si. 








z+l 


1) Calculer le module et un argument de u et de f; 
u 


2) Soit z e C tel que : uxz=|5 5]. 
a) Mettre z sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique. 


b) En déduire la forme algébrique de ux z et la valeur exacte de an, 


3 SE PERFECTIONNER 


> > 
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (0; u; v). 





On appelle A, B et C les points d'affixes respectives a = - 1 + 3i ; b = - 2 et c = — = 3 
Soit f l'application du plan (P) privé de A, dans (P) qui, à tout point M d'affixe z distincte de a, 
z+2 
z+1-3i 
1) On considère l'équation (E) :z°-3iz-2=0 
a) Montrer que (E) équivaut à (z - i)(z - 2i) = 0. 
b) En déduire les solutions de (E). 
2) Déterminer les affixes des points invariants par f. 
3) Déterminer l'ensemble des points M, tels que M' appartienne au cercle de centre O rayon 1. 
4) Montrer que, pour tout z différent de a, on a l'équivalence suivante : 
ue RE Le 
z+1-3  Z+1+3 
En déduire l'ensemble des points M tels que M' ait une affixe imaginaire pure. 
5) a) En posant z = x + iy, déterminer Im(z') en fonction de x et de y. 
b) En déduire l'ensemble des points M, tels que M' appartienne à l'axe des abscisses. 





associe le point M' d'affixe z' définie par : z'= 


& (z2-cz-—0) =? 


5 SE PERFECTIONNER 


Dans le plan complexe P rapporté à un repère orthonormé direct (o,u,v), on considère les 


points A, B, C, M et M’ d’affixes respectives : 
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1 V3 | ,_1+z 
ge ml mi deb; & Er =— 
2 2 iZ 


1) Calculer z', la valeur de z' pour z = z}. 


avecz #0. 





2) Déterminer l’ensemble des points M (z) tels que z' soit réel. 
3) Montrer que : |z' = ai En déduire l'ensemble des points M tels que : |z | = 


4) a) Montrer que pour tout zeC',ona:iz(z'+i)=1 et OM x CM'=1. 


b) En déduire l’ensemble décrit par M’ lorsque M décrit le cercle & de centre O et de rayon 
1 
à 


§ SE PERFECTIONNER 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (0,u,v) l 
On appelle f l’application qui, à tout point M d'affixe z (z +-1) associe le point M’ d'affixe 
—iz —2 

"2 2 


Soient A, B et C les points d’affixes respectives a = -1, b = 2i et c = -i. 
1) Soit C’ l’image du point C par f. Donner l'affixe c’ du point C’ sous forme algébrique, puis 





z’ telle que : z'= 


sous forme trigonométrique. 
2) Calculer l’affixe d du point D ayant pour image par f le point D’ d'affixe ď’ = . | 


3) Pour tout nombre complexe z différent de -1, on note ple module de z + 1 (c'est à dire 
|z+1|= 0) et p’le module de z’+ 1 (c'est à dire |z'+i|= p'). 
a) Démontrer que pour tout nombre complexe z différent de -1, on a pp'= 45. 


b) Si le point M appartient au cercle (T)de centre A et de rayon 2, montrer qu'alors 
M'= f ( M ) appartient à un cercle (T ')dont on précisera le centre et le rayon. 


4) Pour tout nombre complexe z différent de -1, on considère le nombre complexe 
„A 
CS 
a) Interpréter géométriquement l'argument du nombre complexe ø. 
b) Montrer que z'=-—iø@. 
c) Déterminer l’ensemble (F) des points M d’affixes z telle que z’ soit un réel non nul. 
d) Vérifier que le point D appartient aux ensembles (T )et (F). 


5) Représenter les ensembles (T°), (F) et (T') en prenant 4 cm pour unité graphique. 





| 
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L SE PERFECTIONNER 
Soit æ e C\{i}. Soit (E, ):(æ-i)z° — [2(a —i)+ ia |z +2ia = 0 (z est l'inconnu). Le plan étant 
muni d’un repère orthonormé direct (0;u;v) i 
l- Dans cette partie æ = 1 donc (E, ):(1-i)z* -[2-iļz+2i=0. 
1) calculer (2-3i) . 
2) Résoudre ( E, ). On notera z, et z, les solutions avec la partie réelle de z, est inférieure à 


celle de z,- 


3) Donner un argument de z. 


4) Montrer que alors z? °” est imaginaire pur. 


Il- Dans cette partie æ = e” avec 8 e bZ : 


0 x (2) 
1) Montrer que a-i=200( 2+2]. AR 


2) Vérifier que 2 est une solution de (£, ). 
3) Trouver donc 7’ l’autre solution de (E, ) en fonction de a. 


4) Donner la forme exponentielle de z’. 


5) Déterminer la valeur de 0 de | tel que le triangle OM’M” soit isocèle en O avec M’ 


d’affixe z’ et M” ď’affixe i. 


5 SE PERFECTIONNER 
1) résoudre dans Cl'équation iz? +(3-5i)z+4i-7=0 
2) Soit P(z) = iz° +(3-—8i)z" -(16-19%)z+21-12: 


a) Montrer que l'équation P(z) = 0 possède une solution réelle à préciser. 
b) Trouver les nombres complexes a, b et c tels que: VzeC ona 


P(z) = (z — 3)(az° + Dz + c). 
c) Résoudre alors P(z) = 0. 
3) (0;u;v) est un repère orthonormé direct du plan. Soient A(3) ; B(2+i) et C(3+2i). 


a) Déterminer la nature exacte du triangle ABC. 
b) Trouver l’affixe du point D pour que ABCD soit un carré. 
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L; SE PERFECTIONNER 
Pour tout z €e C, on définit P(z) = z° + 2( 2 -1)z? +4(1 -V2)z — 8 


1) Calculer P(2). En déduire une factorisation de P(z). 
2) Résoudre dans C P(z) = 0. On appelle z, et z, les solutions de l'équation autres que 2 avec 


Im(z )>0. 
3) a) placer dans le plan complexe les points A, B, C d’affixes respectifs 2, z,, z.. 


b) Soit I = A* B. Montrer que OAB est isocèle. En déduire une mesure de (u; Of) 


c) Calculer l’affixe de I. En déduire les valeurs de cos $7 et sin Z, 


+ SE PERFECTIONNER 
1) Soit 8 e |0, z|. 
8 £ 8 £ 
a) Montrer que : 1+e” = 202 )e 2 et l-e” =2isin £ )e 4. 


z z è RES + Į i 
b) déterminer en fonction de @ le nombre complexe z tel que 6e . 
z+i 





2) Résoudre dans C, l'équation: Z’ =i. 





EENE, 
3) En déduire les solutions de l'équation: (Æ): = H) ai 
z+i 


4) Montrer que les points images des solutions de l'équation: (E'):(-z+ i =i z +i) sont 
alignés. 


5) Développer puis résoudre lľéquation (E'):(—z+ i) =i(z+i je 


En déduire de (E) et (E') la valeur de ET. 


$ SE PERFECTIONNER 


1) Calculer (1+25 3 . En déduire les racines 4ième de -7-24i. 


2) Résoudre dans C l'équation (z+ 1) +(7+24i)(z- 1) =0. 


; SE PERFECTIONNER 
Résoudre dans C l'équation ((1-—i )z) +i=0. 


On donne les solutions sous forme trigonométrique et algébrique. 
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xy SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit 0 un réel de l'intervalle [0,27]. 
1) a) Vérifier que (e° -i } =] +67 Die". 

b) Résoudre dans l’ensemble C des nombres complexes l'équation : 

z —Disxdie" e" =0. 

2) On désigne par M, et M, les points d’affixes respectives e” et 2i-e” dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé direct (oi j) x 

a) Déterminer et construire l’ensemble &, décrit par le point M, lorsque © varie dans 
[0,27]. 

b) Calculer l’affixe du point I milieu du segment| M M, |. 

c) Déduire l’ensemble £, décrit par le point M, lorsque 0 varie dans|[0,27|. 
Construire c,. 
3) a) Montrer que (M,M, à =8(1-sin0). 


b) Déduire la valeur de @ pour la quelle M, M, est maximale. 


xy SUR LE CHEMIN DU BAC 


Dans l’ensemble C des nombres complexes on considère l'équation: 


Eag +(3-d°)z+2i(1+a°) = 0. Où d est un nombre complexe donné de module 2. 


a) Vérifier que 2i est une solution de Æ}. 
b) Résoudre alors l'équation Æ}. 


Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (0;u;v) on considère les 


points A, B, M, N d'affixes respectives 2i ; -i; -i +d; -i- d. 

a) Calculer MN et déterminer le milieu de [MN]. 

b) En déduire que lorsque d varie, les points M et N appartiennent à un cercle fixe que l'on 
précisera. 

c) Dans le cas où AMN est un triangle, montrer que O est le centre de gravité du triangle AMN. 
d) En déduire les valeurs de d pour lesquelles le triangle AMN est isocèle de sommet principal 
A. 
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xy SUR LE CHEMIN DU BAC 


Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (O,u,v), on considère le point 


A d’affixe (-1) et les points M, N et P d’affixes respectives z, z° et z3 où z est un nombre 
complexe non nul différent de (-1) et de 1. 


1) a) Montrer que : (le triangle MNP est rectangle en P) si et seulement si ( ot est imaginaire 
Z 


pur). 
b) On pose z = x + iy où x et y sont des réels. Montrer que ue = A om M 
Z L+H 
c) En déduire que l’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle 
rectangle en P est le cercle (T) de diamètre [OA], privé des points O et A. 
2) Dans la figure ci - contre, on a tracé le cercle (T`) et on a placé un point M d'affixe z sur (T) 


et son projeté orthogonal H sur l'axe (0,u).On se propose de construire les points N et P 
d'affixes respectives z* et z3 tels que le triangle MNP soit rectangle en P. 

a) Montrer que (OM,ON) = (u, OM )[27] puis que (ON,OP) = (u, OM [27]. 

b) Montrer que OH = OM*. 

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire. 
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\/ oon 


=i(l+i)=-1+i > Ré(z)=-1 
z=i(l—i)=1+i=> Ré(z)=1 
Ré(i)=0 
Im(-i)=-1 
Zz+Z estréel 
z—2 est imaginaire pûr 
zx zZ estun réel positif 
l l 
lus à 
L'équation z =iz a pour ensemble de solutions 


(i0) 


L'équation 





FA ; 
=z a pour ensemble de solutions 
z+i 


{0,1— i} 
Soit z e CØ vérifiant Z +|z =6+ 2i. L'écriture 
algébrique de z est Bin 9; 

3 


Dans le plan complexe, l’ensemble des points M 
d’affixe z = x + i y vérifiant 
|z- 1| = |z + ií | est la droite d'équation : y = - 





6— 
(E) : Z = 3 z (z e C). Une solution de (E) est : 


JEEy2 


Soit deux points A et B ď’affixes respectives z4 = i et 
Zg = V3 dans un repère orthonormé (O;u:;v). 
L'affixe zc du point C tel que ABC soit un triangle 
équilatéral avec ( AB: AC) = 7 Bt: JE 

3 


APPLIQUER 
i(3+2i)-3(2-i)=-8+6i 
= %(2-1)4#2(142%) =0 
(i+i) =-2+2i 
(1-5 = (Hf =-2-2 
(2+:) —-2i(3-2i)=-1-2i 
(1+5)*(1—2i) =4 + 2i 
(2+3i)(1—i} =6- 4i 
l 


e À | 








W N 
+ + 
S 





—5 +i 4 B ; 


Ste 130 130 


Jati l A3 
= Te 








_(L+2i)1-25)- (7 —5i)-(7 + Si) 
(2 + 3i)+ (2 — 3) 
Posons œ =1+2i ; Pp =7+5i et y=2+3 


ER ER 
E = 
On a: __axa-(8+8) 


A 


KẸ 
agaaa 
eR 
V7 APPLIQUER 
Soit z, etz, deux complexes de module 1 


IFZ, 
— ATFZ Z, +2, 
ras, 1+2, xz, 

0 0 


4 mA rS E 
E PP: i 


Z— z= pa AL z = z est réel. 


N7 seroren 


3+1 
-iingie 


- 5- 7i 


On remarque que: 8 =q 








=> a+P=a+a est réel 


B=a = a-B=a-aestimaginaire pur. 
APPLIQUER 

“27: i+i=v2 

1+iV3|=2 

(4-35) |= 5" =625 ; 


; li-1=42 ; N3+i= 2.5 
(3+45(1-25)|= 55 ; 


+5°2|= V2" = 64 ; 


— m Corrigé 57 


























5+i| v26. MEN 
a- 57 (2+iÿ| 5 
cosæ+isina|=1 ; [cosa-isina|=1; EtU- 
X — 
S’ENTRAINER 


Si l 
1+3)z =Si & z= =—(]—3i 
( ) 1+3 A ) 





iarain e (1+i3)z=4i 








Sz= 3 
z= = +i 
3 
rl y Sf-mreses2= (1425) 
z+i 5 


A T 
(l+i)z=i-i © 3= | gozei 
ES: 


= =- 2 i 
—]—-55)z2+2=08S z =— =-(]-5i 
N ) ï 1+ 57 | i 


és z= (1451) 


(1+iz)(z +2i)(z2+2-5i)=0 &z=iouz= -2i 
ou Z = -2 + Di 

(1+i)z-3z=1+5i 

© —2x-y+i(x+4y)=1+5; 


—2x—- y=] 
e 7 Vpn E a 
x+4y=5 7 



































dieg e 
d 
i-a- h-t- -e-e 
a a |a 
b=1S5-1e 
h- ab) = j- Es _B-a| _ p-a 
b b kl 
=|b-a|=|a -b] 


f(G)=2+jz et ja-lait 


v S’ENTRAINER 
sie 


3) On vérifie que j” = j 

ef =fajsjee ei. 

4) 

z+ j’z| -2|z} 





Lo -2z? = 
7 =(z+ j’z)(z+ j’z)-2zz 

=(z+ jz)(z+ jz)-2zz 

=-22+ jz?+ jz?+ zz = jz?+ jz? =2Rė( jz?) 
Pro (ez) erd 
=(jz+ jz) eR 


ELE E ee Sio 
2 


J3 +i 


2 
BC = LA — Zp] = 5-25] = 2ilm(z, )| < lil z 
BA = BC > BAC est isocèle en B. 


(8) 


BA=|z,-2,|= =] 











NY S’ENTRAINER 





l+z 
1. a) On pose z = x + iy, x et y réels 
_(x+iy)(l+x-iy) 
k (1+x)2+ y? 


; XF 
l+z 1+x+iy 


x +y’ +x 
avec (x, y)#(—1,0) 
LIY E 
avec (x, y)#(-—1,0) 


>x +y + avec (x,y) +(—1,0) 


2 
> (F) +y? =7' avec (x, y)#(-—1,0) 


<> M(z) e (C) \ {A(-1, 0)} où (C) est le cercle de 


x lO Ji 
(1+x)2+ y? 


Re(Z)=0 © 


l 
centre Q| _1 0 | et de rayon — 
2 2 


b) Z imaginaire pur ssi Z = -Z & 7 =- 
l+z l+z 


& Z+ZXZ=-Z—-ZXZ4 Z+Z+2zxz=0 


— My Corrigé 


On pose z =x +iy, (x ,}) #(-—1,0) 





> 2x+2(x2+y2)=0 x?+y?+x, avec 


x,y) £ (—1,0) 
= M(z) € (C) \ {A(-1, 0)} où (C) est le cercle de 


centre af.) et de rayon 5 
2) F = {M(2) tel que Im(Z) = 0} 
X 
Im(Z)=0 & ——, 
“nsc (1+x)?+ 7° 
avec (x, y) # (—1,0) & y = 0, avec (x, y) + (—1,0) 
&M(z) € (ou )\ {A(-1, 0)} 


Autrement : Im(Z) =0 


s Zestrédle Z-7 8 _7_- 7 
l+z 1+z 


 Z+TZXZ=Z+ZXZ ES Z=Z 


e z est réel > M(z) € (ou) {A(:1, 0)} 


Ny S’ENTRAINER 


a) |z| w) 

e Algébriquement : on pose Z = X + iy 

|z| =2 & x +iy|=2 S Jx7+37* =2 

& x*+y*=4 & M e (C) le cercle de centre O et 


de rayon 2. 
e Géométriquement : 
|z| =2 & 0M = 2 & M e (C) le cercle de centre O et 


de rayon 2. 

b) |z-2i=3 

e Algébriquement : |z — 2i =3 

S [x+i(y-2)=3 © y2 +(y -27 =3 

& x7+(y-2} =9 &M e (C) le cercle de centre 
Q(0, 2) et de rayon 3. 

e Géométriquement : on pose Zo = 2i 

z-2i=3 & |z-za|=3 © QM =3 &M e (C) le 
cercle de centre Q(0, 2) et de rayon 3. 

c) liz-11= V2 © li(z+5|=4V2 

d) = z+il=V2 (puisque lil = 1) 

On revient aux exemples a) et b) et on aura M e (C) 


le cercle de centre Q(0, -1) et de rayon 2 
e) |z|=|z—1+2il 


225 


e Algébriquement : on pose Z = x + iy 

Iz|=|z-1+2i| © |x +iy|=|(x-1) +i +2) 

S x?+y =(x-1}+(y+2} 

 —2x+4y+5=0 

& M e A la droite d'équation —-2x+4y+5=0 

e Géométriquement : on pose Z, =1— 2i 

|z| =|z—1+ 2| = |z| =|z-z, &0M=AM&Me 
méd[OA] la médiatrice du segment [OA] 


raeg e |z+i=2 SMe 








| z-i = 2 g 
(C) le cercle de centre ((0, -1) et de rayon 2 
z—=i |z- à 
8 

+1 |z +1] 


revient à l'exemple d) 
Un travail analogue donne M e méd{AB] la 
médiatrice du segment [AB] où A{i) et B(-1). 


sl ss =1 z—i =|z+1|, on 














Ny S’ENTRAINER 


u=-5+5i 
1. ld=|-5+51=5V2 


Soit 8 un argument de u alors 


ee e 
NÉE DNS 

MA Ne 
so 2 

= 0= [24] 

1} 1 Hs 

u u| 5/2 10 








l 
Soit à un argument de — >a = - 8 [27] 
u 


> a= [27] 


17a 
2. uxz=|5 2 |=sxe 12 
12 


RES La 


"12 


117 
+ = Li -| 5 me 
[542,2] cfa" 12 4 


— My Corrigé 
REP) 
> = 2 {co[ 22 )+ sin( 2 )) 


LE At 


Dre) y d 


2 
b) 


vs) rt] 
(1-14) 

Sr, t+ 5}#if+5)=5xe 
> e = (145 )i(1+ A) 
cos TE )- JINE 








F SE PERFECTIONNER 
1. a) (z- J(z - 2) = z* - 3iz- 2 
(E) :22-3iz-2=0(z-i(z-20=0 
b)z?-3iz-2=0(z-i(z-2) =0 
S z=i ou z=2i 
2. M(z) est invariant, si et seulement si : 
m n e z(z+1-3i)=z+2 
& z +z-—iz =z+2 & z7’—3iz-2=0. 
sg où Z= 
Les points Mı(i) et M2(2i) sont invariants par f. 
3. Dire que M’ appartient au cercle de centre O et 
de rayon 1 est équivalent à écrire |z'|=1. 





z+2 a 
z+l—3; 
&|z+2|=|z+1-3i| 4 BM = AM 


car |z+2|=|z--2|=|z-zg |=BM 





Iz'|=1< 








et|z+1-3i|=|2-(-1+3)|=|2-z,|=4M 


Cela revient donc à chercher l’ensemble des points 
M tels que BM = AM, ce sont les points équidistants 


T 


de À et de B, c'est-à-dire la médiatrice du segment 
[AB]. 
4, Avant de commencer le calcul, il est impératif de 
se familiariser avec les valeurs zç et Zç. 
3—3È —3+31 o — Jtiu 3-31 
Zop =— = CE Ze S = —— . 
2 2 2 2 

z+2 __ Z+2 
z+l-3i z+1+3 
SZ +2z(1+%)+27 +2(1+3)=-Z -7(1-3%)-2z-2(1—-3) 
2Z +z(1+3+2)+7(2+1-3%)+2(1+3+1—35)=0 


<2Z +z(3+3%)+z(3-3)+4=0 


SZ +2 su }z( a J+2=0 
2 2 
ez- AA } Bta }#2=0 
l 2 


DZ-2XZ0-Z XZc+2=0. 














(z+2)Z +1+3) =Z +2X(z+1-—3i) 














Raisonnons avec le deuxième membre de 
l'équivalence de départ : 


|r 


(-zo)&-z0)=7 e (z-zç)Z-z¢)= 


SÆZ-2X20- Zxzc+20X2c= - 
Il ne reste à montrer que Zc*Zc- ->= À à 


on peut calculer 


OROCO 


2 7 à 




















d'où l'égalité : z.xz. -> =--> =2. 
SDS à 
+2 
b. On remarque que z'= - et donc que 
z+1—3i 
| z+2 | z+2 M. z +2 
z+1-3i z+ļl-3i Zz+l+3i 
z+2 z +2 n 
= — Sr '=-3 
z+1-—3i z +1+3i 


& 242 =0& x =0 

En effet, si 7 =x + iy’, 

alors z'+z'=x'+ iy'+x'-iy'=2x 

L'équivalence devient donc : 

z’ est un imaginaire pur équivaut à (;_,.)(z-z-)= 


5 
2 
autrement dit : 


22 





KE di 


FR XZ _>y 
CM CM 


blu 





al 
NE 








—B, Corrigé 


M appartient donc au cercle de centre C de rayon 


Ê (privé de A). En effet 

















3—3;i 

AC = z> |-|zc-z4l=]- +1-3il 

AC 2 
-|242 si -|7 

2 2 

ETATS ESS 

= —— +| —— =, [—+— = _ |—. 

2 2 4 4 2 
5. 

+2 +iy +2 EL 

5 mi ET AP , EE 


oz+1-3i x+iy+1-3 x+1+i(y-3) 
__(x+2+ÿ)x+1-i(y-3)) 
 (x+IP+(p-3P 
_X+x-(y-3)+2x+2—2i(y-3)+ixy +iy + y(y -3) 
g (x+1}+(y-3F 
ENTRE) OAA Y 
(Œ+ -3F (x+1)+(y-3} 
Soit pour la partie imaginaire : 
-x(y-3)-2(y-3)+xy +y 

(S++ -3y 
_—Xy+3x-2y+60+xy+y. 

(x+1) +(7-3) 
__ 3x-y+6 
_(x+1)+(7-3} 
b) M’ appartient à l'axe des abscisses, si et 
seulement si la partie imaginaire de c’est nulle, 
c'est-à-dire 3x-y+6=0 (avec (x; y) Æ(-1; 3) ), 
ou encore M appartient à la droite d’équation 
y=3x+6 privée du point de coordonnées (-1 ; 3). 


3 SE PERFECTIONNER 


l+z 





avec z #0 


1 3 


On posez = z, aoti 


À. z'= - 


IZ 





, On aura : 


| + Lans _ (+5) 3-1) 25 3 3 


3 

Zz = — —] 

k $) f3 Fi 4 4 $ 2 
i| —+i—— 





e’ 
LD 





S Z+ZZ=-Z—-Z7Z 
 z+2+2zz =0 


On pose Z = x +iy, avec (x, y) # (0,0) 
e 2x+2(x2+y2)=08 x+y +x=0 


iA g ] 
| X+— S 
| i F4 


<> M(z) € (C) \ {0} où (C) est le cercle de centre Q 
|! 
(0 et de rayon — 
2 2 


l+z _|z+1] _ MA 


d | “shoes 
á z| MO 











iZ 
z=] aM fes, ASNO 

MO 
<æ M(z) € méd[OA] 
As a) a(z) =E) 

iz 

iz(z'+i)=1 
à iz(z'+i) = |z|x|(z'+ i) =] 


=> OM xCM'=1 


1 
b) M e (o) <&0M= m 
4 


S OMxCM'=1xCM'=15 CM'=4& M z G(c,4) 


$ SE PERFECTIONNER 


„ —iz—2 
Z =—— 
z+1 
1. On posez= -i 
eo ha — EF 


————i 


me z'= 





i+] l+i Z2 ‘2 








— m Corrigé A a S 


A ANS: 
z+1 E 
=> z+1=-2iz-4 => (1+2i)z=-5 
-5 —5(1-2i) 
HS ei $ 

= zj = [F 2i 





2. On pose na = 
2 


> z= =—]+2i 
3, z+1|= 0 et z'+il= p 

a) px p'=|z+1|x|z'+il 

=. pxp'=|(2+1)x(z'+#i) 


(axsa) 


z+l 








> pxp'= 
= pxp'=|-iz-2+iz+iļ=45 
b) M € (T) SAM=2S/|2+1=p = 2 


— eud= 9-5 > M = f(M) E (T') le 


5 
cercle de centre C et de rayon Fr 








ipga 
z+1 
ETA gl £ + foa] = (74, MB) [2z] 








re TO 2_ [2 ž ) =o 
z+l 


c) Z aR shiai ')=0[7] 


e arg(-io)=0|7]| < i argœ=0|7r| 


e argo= 5a] 

S (174, ME) =Z [x] &Me Gian] \{4,B) 

d) AD=|-1+25+11=2 >De (T) 

=Z eR >D e (F) 


Si z, =—=]+ 24 alors Zy 


š SE PERFECTIONNER 
I-(E, ): (1- ijz" —[2- ilz+2i= 0 
di (2-37 =—5-—12i 
2. A=(i-2)? -4x 2ix(1-i) 


A=3-4i-8i-8=-5-12i= (2-3) =>2-3iest 
une racine carrée de 3 - 4i 
m 2—i—2+3i z 2i 
2(1—i) 2(1—i) 











 i(l+i) —1+#i ne À 
2 2 eME». 
LA i+2— oT = 4— 4i 





2(1—i) "2 D. 
—] 1. —] i 
Z "eo puisque Ré(z)=—< Ré(z:)=2 


3. arg(z,)= arg( +2] 
= are(-1+5)[27]= {27 
4. arg(z™” )=2002arg(z )[ 27] 
37 
= 2002x [27] = [2a] 
5. = z?” estimaginaire pur 
Il- a = e” avec ĝ e bz. 
(E,):(@-i)z? -[2(a-i)+ia |z+2ia =0 


— Į — 


e Er lé 
1. œ—i=e" -i=e" -e* =e" +e ? 


zry LÉ. (z E 
Te É , A Ara 


2. 4(æ—i) -2| 2(æa—i)+iaæ |+2ia zà 


=> 2 est une solution de( E, ) ; 


3 nu 2id ia. 





a—i &—i 








N.B E T E re E L 
2 A 24 a2 














5 Corrigé 
> Cos| —+—|>0 
7 ‘4 


5. OM’M” soit isocèle en 0 & OM' = OM" 
ojee 1 


2c0s| 2+2) 
D 


> cos A) avec PAA A 
2 AJ à < 2 E S 


= ] 


LL" EL 

5 HV 6 

F 

a SE PERFECTIONNER 
í. iz +(3-—5i)z+4i-7=0 
A=(3-5;) -4ix(4i-7) 
=-16-30i+16+28=-2i=(1-i) 
ESANEAN 








=3+2i 
2i 2i 
TE- ain 274 
pa =2+i 
2i 2i 


2. P(z) = iz" +(3-8i)z* -(16-19i)z +21-12i 
a) Soit a une solution réelle de l'équation P(z) = 0 
& ia” +(3-8i)a"-(16-19%)a+21-12i = 0 & 


3a? -16a +21+i(aœ° -82+19a-12)=0 
3æ?—16æ+21=0 
s 
a -8a?+19a-12=0 
b) P(z)= (z-3)(az° +bz+c). 
> P(z) = az’ +(b-3a)z° +(c-3b)z-3c 
Or P(z) = iz +(3-8i)z" —(16-19)z+21-12: 


Par identification on a : 


ss a Aa 


a=i ; 
- ä=i 
b—-3a=3-—8i | 
< 4b=3-5i 
c—3b=-—16+19i | 
i c=—7+4i 
—3c=21-12; 


Donc P(z) = (z—3)(iz? +(3-5i)z-7+4i). 
c) P(z2)=0 < (z-3)(iz +(3—5i)z-7+4i).= 0 
z-3=0ou iz” +(3-5i)z+4i-7=0 


&z=3ouz2=3+2iouz=2+i 
3. A(3) ; B(2+i) et C(3+2i). 


dy Ame let-la lials 


D 
AC=|3+2i-3| = [2il =2 


Bc=|3+2i-2-il=|1+il = V2 

AB = BC et BA? + BC? = AC? > BAC est un triangle 
rectangle et isocèle en B. 

b) ABCD est un carré < ABCD est un 
parallélogramme 

& AB=DC 

> Z -Z = Ze —-Zp © Zp =Zc—ZR tZ 


z,=34+2i-2-1F3=4#Fi 


? SE PERFECTIONNER 
P(z)= 2°+2(V2-1)2 +4(1-v2)z-8 
1. P(2)= 8+8V/2-8+8-8V2-8=0 
> P(z) = (2-2)(22+2V2:+4) 


2. P(z)=0 6 (z-2)(z2+24/2z+4) =0 
és = 8 = Dion 24H00 224 = Dé 2 ET 
(242) +2=0 

SE = 2 OÙ (242) -2-fi2) © Z 


1= SE ou Z = mr 
On prend z, =V2+iV2 et Z = 2 -i42 


Il 
N 
© 
= 


3. a) Les points A, B, C d'affixes respectifs 2, Z,, Z, . 





b) oA=|2l =2;08=| V2 ENI | =2 
OA = OB = OAB est isocèle en O 


(5:01) =2(04:08)[2r]= 2 (5:08)[27] 


A 


+ (4:01) = are (2)[27] = [2] 


——%, Corrigé 


c) I=4*Bez = V2 ,,2 


MERE 


2 2 


3 
D'autre part on a: z, N EN T 
= (2)- 2— a _v2-V2 

ad- 2 


Pi (2)- V2 
22 TE 


2 SE PERFECTIONNER 
1: p e |0, z] 








8 0 ð 8 0 
a qu) PTE 5 
lté =e gte = 2 cos| — le 





—Z +i B y 
b) =e’ & -z+i-2e" +ie” 
z+1 





il -aisin 24e"? 
A AE 2e be iun 2 AN 


MF a $) 1 
2cos 3 e4 


| Æ 
Z? =i &Zestune racine cubique dei= e ? 
(z akr) a 
(CE 3 
oke wI Azs gT gü 














s1z=e" 
ST PT 
Zag ð jleg? 
-z +i 
2. (E): el EIEE 
Aa) ZF1 
a Lu: _z+i = 
L'équation (E) devient: Z° =i & ZT = 66 ou 
Zz+i 
—z+i À -z+i # 
T 6€ ou see 
Z+1 Z Pi 


nie 1 la tan( de | ou z= tan( 32) 
12 

3. (E):(-z+i) =i(z+i) 

=> (24) {= (+5) | 

= AM = BM où A (i); B (-i) et M (z) 


= M e méd[AB] 
=> les points images des solutions sont sur 


D 
la médiatrice de [AB] où A (0, 1) et B (0, -1) 
4. (E):(-z+i) =i(z+i) 

> —i+3z+ 3227 =1-3iz-3z7 + iz 
e (1+i)(2°-322-3z+1)=0 


& z°—372-3z+1 =0 
On vérifie que - 1 est une solution remarquable 


= (z+1)(22-4z+1)=0 = z+1=0 
ou Z°—4z+] =0&7z=-10ou (2-2) -3=0 


<z=-1ou (2-2) = V3" s>z=-1 


où Z= 25 ou222-44 


On remarque que (E) et (Æ') sont équivalentes 
Donc elles admettent les mêmes solutions 


Er pen am 
min La |, met 
12 12 -4 


ct. SR SN) 


37 
Or tan (3) m | 
4 


sun( Z)- 2+43 ou 2— 3 


T. g 7 7 
Puisque — < — = tan (z) < tan (Z) =1 
EERE. 12 4 


san?) - 243 


p SE PERFECTIONNER 

1. (1+2i) =1+4x2i+6x(2i) +4x(2i) +(2i) 
=]1]+ 8i —24-—32i +16 = -7 -24i 

Soit z une racine quatrième de -7-24i 

= 2=-7-24i=(1+2i) 





4 
>| | =1 >Z estune racine quatrième de 
l1+2i l+2i 


l'unité => =1ou-1oọouiou-i 





1+2i 
=>z=1+2iouz=-1-2iouz=-2+iouz=2-i 


2. (z+1) +(7+24i)(z-1) =0 


4 
© (=) =-7-24i=(1+2i\ es Ztl 244 2i ou 
z—I z—] 


-1-2iou-2+iou2-i 


— M Corrigé 





2—i 
5 





6zZz=1]+ioùz= ouz=2+iouz= 


7 SE PERFECTIONNER 
(1-i)z) +i=0 

> —2i(1-i)z"+i=0 
æi=2i(1-i)z 





7° — l _l+i 
2(1-i) 4 
3 V2 = 
De € 
4 
{ x 2kx 
e PE ), ke {0, 1,2} 
\ 4 
Autrement : 


(1-52) +520 © ((1-5)z) -° =0 
e [(1-i)2-i ||-2iz+iQ-i)z-1]=0 








Srat i(l+i) | =i 
l—i 2 2 


Ou —2iz?+(1+i)z-1 =0 & JR 


seee 


g3 SUR LE CHEMIN DU BAC 





£ 2 : $ 
tg (e° —i) | 487 95e) 
(C'est un produit remarquable) 
b) z°—2iz + 2ie -e =0 


2 à À pe" a aga 
A'= (—i) de" 4e] Diet 4 (ei? —i) 


gn l 
= e” —i estune racine carrée de A 
ie” +i 


? r E E 
r i8 . 
n eTe m 
l 


2. M, (e”)et M,(2i-e") 


à ai= 
arg(z,)=0[27], avec 8 e [0,27] 


& M, € G, le cercle de centre O et de rayon 1 





c) M, = S,(M,) 

M eĉ M, eh ùt = SG) 
3. a)(MM,) =8(1-sin6) ? 

(MM, ) =|2i-e -e| =4ļi- e"f 


= (MM, ) =4|-cos0+i(1-sin8) 
=> (MM,) = 4l oos? 0+(1-sin 0) | 


2 
+ (MM ,) = d eos osin? 9+1-2sin0 


i 
= (MM,) =8(1-sin0) 

b) M, M, est maximale 

=- (M M, } est maximale 

& 8(1-sin@) est maximale & Sin0 = - 1 


S 0= (0 e [0,2r[) 


Sy SUR LE CHEMIN DU BAC 


1. E,:2°+(3-d°)z+2i(1+d°)=0 
Où d est un nombre complexe donné de module 2. 
a) (2i) +(3-d°)}x2i+2i(1+4°) 


———#, Corrigé 


=—8i + 6i —2id?+ 2i + 2id? = 0 
=> 2i est une solution de E; 





b) z°+(3-d°)z+2i(1+d°)=(z-2i)(z7+2iz—-1-4?) 


z’ +(3-d°)z+2i(1+d°)=0 
ce (z—2i)(z2+2iz-1-d°?) = 0 
&z-2i=0ou z?+2iz-1-d?=0 
z=2iou (z+i) =d? 
<&z=2iouz=d-iouz=-d-i 
2. A, B, M, N d'affixes respectives 2i; -i; -i + d; 
-j - d. 
a) MN= ļ|-i-d+i-d|=|2da|=2ļ|da|=4 
SRO MIN Sa T ; 
2 
=> Q(0, -1) 
b) MN =4etQ =M * N(0, -1) 
— M et N variant sur le cercle de centre Q et de 
rayon 2. 
C) Z,+2,,+2, =2i-it+d—-i-d=0 
= O4+OM +ON =0 = 0 est le centre de gravité 


du triangle AMN 
d) AMN est isocèle en A > (AO) L (MN) 


Ze 
> 24 ER so Et —= de IR or | a | = = 
Zy —2d 


> gde ouds- 2 
N5/ SUR LE CHEMIN DU BAC 


z est un nombre complexe différent de - 1, 0 et 1. 


M, N et P les points d’affixes respectives z, z° et z3 
1) a) Le Tee MNP est rectangle en P & 


PM L PN i —PM_ est imaginaire pur 
Z 


PN 
a ANDRE 
TEE est imaginaire pur 
Z st 

a z(1-z)(1+z) _1+z 


z’ (1-2) g 


b) On pose z = x + iy où x et y sont des réels. 





— 


est imaginaire pur 


ltz treti (1+x+iy)(x—iy) A+ y +x ip 


Z x+iy x? + y? x? + y° 
MNP est un triangle rectangle en P 
2 2 E 
4> l+z R E a E ES, imaginaire pur 
Z x? + y? 


232 





2 2 
Co it E | avec (x, y) + (0, 0); (-1, 0) et 
xX +y? 
(1, 0) 
& Xx? + y? +x=0, avec (x, y) + (0, 0); (-1, 0) et 
(1, 0) 


es ess] ere avec (x, y) + (0, 0); (-1, 0) et 
(1, 0) 


< M e (T) le cercle de diamètre [OA], privé des 
points O et A. 


2) a) (OM, ON) = arg (Eee [27 
Zm — 20 
= sarg Z 27]= argz|27] 
Z 
= (u, OM )[27] 
A E = Zp — Zo 
(ON, OP) = aeli i Je 


LÉ ]e<1- m E 





= (u, OM }L27] 
b) OM -OA = OH : OA = OH x OA = OH (en 
projetant orthogonalement M sur (OA)). 
D'autre part on a OM -OA = OM -OM =OM?( en 
projetant orthogonalement A sur (0M)). 
c) ON = |złļ| = |z = OM? = OH = N appartient au 
cercle de centre O et de rayon OH tel que 
(OM,ON ) = (u, OM )[2r] 
Le triangle MNP est rectangle en P donc A 
appartient au cercle de diamètre [MN] tel que 


(ON, OP) =(u, OM )[27] 
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Isométries 


I) Résumé du cours 
A) Définition : 

Une isométrie du plan est une application qui conserve les distances. 
(f: P — P est une isométrie) < ( V (M,N) e P?, on a : d(f(M),f(N)) = MN). 
Exemples: 
Une symétrie orthogonale , une translation et une rotation sont des isométries du plan. 

e idp = tj = To, 2km est une isométrie. 

e So = Tio m) estune isométrie. 

e La composée de deux isométries du plan est une isométrie. 

B) Propriétés : 
1. Isométrie et produit scalaire : 
Théorème : 
. Soit f une application du plan. 
(f est une isométrie du plan) si et seulement si (pour tous points A, B et C du plan d'images 
respectives par f A’, B'etC',ona: A'B'.A'C' = AB.AC) 
On dit qu’une isométrie conserve le produit scalaire. 
2. Isométrie et relations vectorielles : 

| Théorème : 
Soit f une isométrie du plan. 


— 


A, B et C trois points d'images respectives par f A’, B' et C’. AC =a AB e A'C' =a A'B’ 
Conséquences : 
e Les images de trois points alignés par une isométrie sont trois points alignés. 
e Les images de trois points non alignés par une isométrie sont trois points non alignés. 
e Sifest une isométrie et I = A *B alors f(I) = f(A) * f(B). 


e Une isométrie conserve le barycentre. AG = z7 AB & A'G' = A'B’ 


e Une isométrie conserve l'équipollence. 

A, B, C et D sont quatre points d'images respectives A, B’, C et D’. 

Si AB = CD alors A'B’ = C'D’. 

Ra : L'image d’un parallélogramme par une isométrie est un parallélogramme. 
e Une isométrie conserve les relations vectorielles. 

A, B, C, D, E et F six points d'images respectives par f A’, B’, C’, D’, E’ et F’. 

Si EF = a AB + B CD alors E'F' = a A'B' + PCD. 
e Une isométrie conserve le centre de gravité d'un triangle. 


È ata 


AG =7 AB + 3 AC alors A'G = AB + = ATC 


W 


3. Détermination d’une isométrie : 
Une isométrie est entièrement déterminée par la donnée de trois points non alignés et leurs 
images. 
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Conséquences : 
Soient f et g deux isométries du plan. 


A, B et C sont trois points non alignés. 
(f= 8) S (f(A) = g(A) , fB) = g(B), f(C) = g(C)). 
4. Réciproque d'une isométrie : 
Théorème: 
Une isométrie du plan est une bijection, sa réciproque ft est une isométrie du plan. 
5. Images de quelques parties du plan : 
Soit f une isométrie du plan. 
(A,B)e PxP,AZB; A = f(A) et B’ = f(B). 
Soit M e P et M’ = f(M]). 
f([AB]) = [AB] ; f((AB)) = (AB) ; f([AB)) = [AB) ; flé) = Gr 
Les images de deux droites perpendiculaires sont perpendiculaires 
Les images de deux droites parallèles sont parallèles 
Une isométrie transforme un cercle ( C ) et une droite A tangente à ( C ) en M, en un cercle ( C’ ) et 
une droite A’ tangente à ( C ) en M’ = f(M). 
On dit qu’une isométrie conserve le contact. 
C)Isométrie et points invariants : 
Introduction : 
Soit f une application du plan. 

ə Un point M est invariant par f signifie f(M) = M. 

e Soit E une partie non vide de P. 

- (La partie E est invariante point par point par f) signifie (V M € E, f(M) = M). 
- (La partie E est globalement invariante par f) signifie ((V M € E, f(M})e E). 

e Cas d'une isométrie 
Soit f une isométrie du plan. 
On désigne par Inv(f) l’ensemble des points invariants par f, c.a.d 
Inv(f) = {M eP / f(M) = M}. On peut avoir : 
Inv(f) = Ø, c’est l'exemple d’une translation de vecteur non nul 
Inv (f) = {I} c’est l'exemple d’une rotation d'angle non nul 
Inv(f) = A c’est l'exemple d’une symétrie orthogonale 
Inv(f) = P si et seulement si f = idp 
Théorème n°1 : 
Si une isométrie f laisse fixe trois points non alignés alors f = id». 
Théorème n°2 : 
Si une isométrie f distincte de l'identité laisse fixe deux points distincts A et B alors f est la 
symétrie axiale d’axe (AB). 
Remarque : Une isométrie f qui laisse fixe deux points A et B est soit l’ idp soit S(4p). 
Théorème n°3 : 
Si une isométrie f laisse fixe un seul point I du plan alors f est une rotation de centre I et d'angle 
0 + 2kr. 


Isométrie sans points invariants : 
Composée de deux symétries orthogonales S A et S A' 
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a)Cas où A //A' 


SA OS A = T, avec À un point quelconque de A et A' son projeté orthogonal sur A". 





Réciproquement: 
T-= SA'oSA , avec À une droite quelconque dirigée par un vecteur orthogonal à u et A'l'image 





l= 
de A par la translation de vecteur a 


Toute translation peut être décomposée en un produit de deux symétries orthogonales d'une 
infinité des manières. 

Cas particulier: 

Lorsque A = A'alors SA'’0SA = la translation de vecteur nul = l'identité. 


b)Cas où A et A` sont sécantes en un point A. 


SAOSA = Rota, 24) avec œ une mesure de l'angle orienté{u,,us, ) ; 


Réciproguement: 
Rota, æ) =S D'0S p; avec D une droite quelconque passant par A et D' la droite passant par A et 


telle que : (ussun) = z. 


La décomposition d'une rotation en deux symétries orthogonales n'est pas unique. 

Cas particulier: Lorsque A L A' alors SA'oSA est la symétrie centrale de centre le point 
d'intersection des droites A et A'. 

Réciproquement, une symétrie centrale de centre un point A est la composée d'une infinité de 
manières de | 

deux symétries orthogonales d'axes perpendiculaires qui se coupent en A. 

Théorème n°2 : 

Une isométrie sans points fixes est soit une translation de vecteur non nul, soit la composée d’une 
translation de vecteur ti et d'une symétrie orthogonale d’axe A tel que à est un vecteur directeur 
de A 

Définition : 


On appelle symétrie glissante ø toute composée T-oS, où u est un vecteur non nul directeur de la 


droite A 


* La droite A s'appelle l'axe de la symétrie glissante ø. 

* Le vecteur u s'appelle le vecteur de la symétrie glissante ©. 

Propriétés: 
e Les éléments caractéristiques d'une symétrie glissante sont le vecteur et l'axe. 
e u est un vecteur non nul directeur de la droite A. Ona: ToS,= S,oT.. 


e Une symétrie glissante de vecteur u et d'axe la droite A.est bijective et sa réciproque est la 
symétrie glissante de vecteur - et d'axe la droite A. 

e Sifest une symétrie glissante de vecteur u et d'axe A. Alors fof = T- 

e Soitfune symétrie glissante de vecteur u et d'axe A. 


- La droite A est globalement invariante par l'application f. 
- La droite A est l'ensemble des milieux des segments [MM'], où M' = f(M). 
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II) Exercices 


N/ QCM ; FAUX OU VRAI 


Répondre par vrai ou faux en justifiant : 

1) SiA est l’axe d’une symétrie glissante f alors pour tout MEA on a: f(M) = M 

2) Si une isométrie f n’admet aucun point invariant alors f est une symétrie glissante. 
3) Si une isométrie f fixe deux points distincts A et B alors f = Sas) 

4) Sif= Re . alors fof=f"1 


2 


5) Si f est une isométrie qui n'admet aucun point fixe alors fof est une translation 
6) Si À // A’ alors SxoSa = SAoSA 
7) Toute rotation rt) se décompose d’une manière unique sous la forme : 


r= Say) o Sax) avec (x, iy)= [rl 


Y QCM ; FAUX OU VRAI 
Choisir la bonne réponse 
Soit ABC un triangle équilatéral 
Le nombre d’isométrie qui laisse globalement invariant l'ensemble {A, BE } est : 
a) deux isométries 
b) trois isométries 
c) six isométries 


\3/ QCM; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 
Soit ABCD un carrée de sens direct, les isométries qui laissent globalement invariant l'ensemble 


{ A,B,C,D} sont. 





a. id, et $, 


GS E cou zal Srac) » Sean) » Sa, Sa avec A=med|AB|;A'=med|BC| 


F 
(G (0e 


W QCM ; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 
Soit ABCD un parallélogramme. On désigne par H et K projetés orthogonaux de B respectivement 


sur (AD) et (DC) et on pose f =S,p°Spc°Sap° SBc | 
a) fet 
b) f =t 
c) f=tg 
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\57 QCM; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 
Soit ABCD un rectangle et on pose g=Spc°S4p°Scp° Sag 


c) g= AT 


\6/ QCM ; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 
Soient A,B et C trois points non alignés et f une isométrie qui fixe les points A et B 
Et ne fixe pas C, alors f est: 


a) f =t- 
b) f=id, 
c) J =S 


E7 QCM; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 

Soit ABC un triangle équilatéral direct et f une isométrie tel que f(A)=B et f(B)=C. 
f n'admet pas de points invariants alors : 

a) f est une translation 

b) f est une symétrie glissante 


QCM ; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 


Soit ABC un triangle rectangle et isocèle en A tels que (AB,AC) = l2r] on pose O=B*C 


Les isométries qui laisse globalement invariant l’ensemble {A,B,C } sont 


a) les symétries orthogonales d’axes passant par O 
b) rotation de centre O d’angle = 


c) symétrie orthogonale d’axe (OA) 


\97 APPLIQUER 


Dans le plan orienté, on considère deux points A et B. Soit f une isométrie du plan. 
1) a) Montrer que si f([4B]) =| AB] alors fof = Idp. 
b) En déduire toutes les isométries qui laissent globalement invariant [AB]. 


2) Soient (C) et (C’) deux cercles de centre respectifs O et O’, O+0’, et de rayons R et R. 
Déterminer toute les isométries qui laissent invariant(C ) U (C') . On distinguera deux cas : 


R=R’ et RR’ 
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T4 APPLIQUER 


ABC est un triangle équilatérale I=A*B et J-A*C 
1) Caractériser: 
a) So ° Sao. b)Sæo°Sac c)Sep°Sa d) Sœn? S ao 
à 7. Z, 
e) Sen" Say Hre.) te, 2) g) re. )°58 
2) Décomposer en symétries orthogonales les isométries suivantes : 


JE TT 
B E " 
a) ra, 33 bjra,%) c) Æd)Sk 
7T TT 


3) Caractériser : a) Sæ ° S ap° Sax b) ræ, CH UNS né] tz S0 


SF eii 


ABCD est un carré direct ; (45,4D) = z [2z]. A est la médiatrice du segment | BC]. 
Soit f une isométrie distincte de la symétrie S, et telle que: f(B)=C et f(D)= A. 
1- a) Montrer que le point O=BxD est invariant par f et que c’est l'unique point du plan 
invariant par f. 
b) En déduire la nature et les caractéristiques de f. 
2- Soit g= fos, et p=S, of 
a) Chercher g(4) et g(C).En déduire que g=S,.. 
b) Montrer que p=$,;, . 
c) En déduire la nature de geo. 


N7 S’ENTRAINER 
A 
ABC est un triangle isocèle rectangle en A tel que (4B, AC) = z [2z]. On pose Z=BxC, J=4*C 


et K = A*xB. 

Soit f une isométrie de P qui vérifie: f(4)=B et f(J)=K. 

1. Montrer que f(C)= À. 

2. Déterminer la nature et les caractéristiques de l’isométrie g définie par : g(A)= B ; g(C)= A 
et g(1)= I; Quel est le point g(J) ? 

3. Soit l'application 4 = t5 ° Sx) 
a) Prouver que h est une isométrie vérifiant : h(A)= B et h(C)= A. 
b) Déterminer le point ľ’ = h(I). f 

4. a) Quelles sont les images possibles du triangle AIC par f ? 


c) Déterminer alors les isométries Í deP qui vérifient : fA) =B JOK. 
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NY S’ENTRAINER 


Dans le plan orienté on considère un rectangle ABCD tel que AB=2AD et(AB, AD) = (27) 


On note I et J les milieux respectifs des segments [AB]et[DC]et K le symétrique de I par rapport a 


D TT a 


1 
a) Caractériser *(8C) T 


b) Caractériser f 


2) On pese g= r oa T 


a) Pi l'isométrie : gosg AJ) 

b) En déduire que g est une symétrie glissante dont on précisera laxe et le vecteur. 
3) Soit o une isométrie qui fixe un point de la droite (AB) et transforme (AB) en (IJ). 

a) Montrer que ø fixe le point I 

b) Déterminer alors toutes les isométries @. 





Ẹ SE PERFECTIONNER 
Dans le plan orienté P, on considère un carré ABCD de centre [Itel que (45,AD)=5 [27] et 
B= St (1 )- 
1) On pose f = Sice) o Seca) - 

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f. 

b) Déterminer f(E). 
2) La droite (ED) coupe (AB) en J etla perpendiculaire à (JC) en C coupe (BD)en K. | 

a) Préciser f ( ji ) , en déduire la nature du triangle CJK 

b) Montrer que (JČJD) = (KC,KD [27] 

3) On pose g=f ° 5, p) et A=t; 09. 
a)Déterminer S i pe) €t Sice) otz: 
. b) En déduire que g=$,,, ° tz 


c)Caractériser alors h. 
d) Pour tout point M du plan. On note M, = Sẹ) (M) et M, = f(M). On pose N =M, *M,. 


Montrer que N se déplace sur une droite fixe que l’on précisera lorsque M varie dans P. 
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N/ QCM; FAUX OU VRAI Donc f=Id, ou f—=S, ou f =S;00) ou 
1°) Faux: l'axe d’une symétrie glissante f est f =s D) où K est le milieu de [00'] et (D) est ma 
globalement invariant par f , c'est-à-dire pour tout médiatrice de [00]. 
dire ME A ,f(M) € À b) R#R' 
2°) Faux: une translation de vecteur non nul, na f((C) U(C')) ={C)L(CIS f(0) LS 
aucun point invariant. 
3°) Faux : f peut être l'identité du plan. et f(09=0"S& f =Id, ou f =S,00 
4°) Vraie : 

PER 2x oR 27 aR 4r =R 2a ? 
ee LE) CAE NZ APPLIQUER 
= 

3 s JT 
f 1 -|R ar Ta) 1)a) S (p 05 (1C) — = Ricaa) -R[cA) 
5°) Vraie : une isométrie n'ayant aucun point fixe est b) S; (Bc)? S (ac) ui (TATE) =R; zA: 
une translation de vecteur non nul ou une symétrie | a (e3) 
glissante f =t-0S, =S,ot- c) S (ac oS, D) =t,;; avec H le projeté orthogonal de I 
et f° f =t,- (c'est bien une translation). d) Sirno S~ SR Taa = Ri) aS 
6°) si A//A' alors S 0S, =t- mais S,0S,. =t- 

à : e) S m 9 x T m a 

7°) Faux : une infinité de décompositions, il suffit de (84) (82) (844) 


prendre une droite quelconque (1x) passant par I. 


Y. APPLIQUER 


AN a T a a 
j-r E ; 


6 


T 
8) re: , (9) RC à e, 


b) a SAk) OS (ar) 





c) tz =S a KOSA (A: la perpendiculaire à (BC) 


1) a) f est une isométrie du plan; alors passant 

f ([4B])=[fCA)fCB)] d) Sp = S (ax )OS (pk) 

f (aB) =la Pr E S (8c)05(y)05 (ax) =t m0 (ar) Symétrie 

f(A)=B js glissante de vecteur 21H et d’axe (AK). 

u he 4? fof(A)=A b) tz0Sur) = LOS (no trot OS r) = 

et fof(B)=B. t OSa 05 q RAN p) = COS qac) ld = tac) = 

5 ji z: un pr qui fixe deux points i à BSa, doù t as.) EN ESA 
istincts, donc J ° J =1đp. 

b) fef = Id, > f = Id, glissante d’axe (AC) et de vecteur ZAC 


ou f =S;ou f =S,a8)où f=S4 ; ou I est le milieu de Ny i 
[AB] et A est la médiatrice de [AB]. S’ENTRAINER 


Réciproquement, Id, ; SyS (AB) ABCD est un carré direct; (45,25) -= z [2z] 
et S, transforment [AB] en [AB]. 


Donc les isométries qui laisse globalement invariant 
[AB] sont {d,;S,;S cap) €t Saa Soit f une isométrie distincte de la symétrie S, et 


2) a) R=R' telle que : f(B8)=C et f(D)=A. 


f est une isométrie qui laisse globalement invariant 


(c)oc(c)e f([00'1)=[00"]. 


A est la médiatrice du segment | BC|. 
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D C 
ja 
À B 


1. a) O=B+*D= f(0)= f(B)* f(D) 
car f conserve le milieu 

> f(0) =C * A =0 > 0 est un point invariant par f. 
Supposons qu'il existe un autre point O' invariant par 
“> fest soit une symétrie axiale soit l'identité du plan 
* Supposons que f est une symétrie axiale 

= f= S, car f{B) = C. Absurde 

* Supposons que f est l'identité du plan 

=> f(B) = B. Absurde 

Ainsi O est l'unique point invariant par f. 

3) f est une isométrie qui admet un seul point 
invariant O > f est une rotation de centre O 


TO= 
f(B)=C 


(08,02) =Z [27] 


2. Soit g=foS,etp=S,of 
a) g(4)= f °S, (4)= f(D)= A 
g(C)= f°5,(C)= f(B)=C 


g est une isométrie qui laisse fixe deux points distincts 
A et C = g est soit une symétrie axiale soit l'identité 
du plan 

Or g est distincte de l'identité car si non f soit égale à 
SA ce qui est absurde. 

Ainsi g est la symétrie axiale d'axe (AC). 

b) p(B)=S, ° f (B) = S, (C) =B 

p(D)=S, ° f(D)=S,(4)=D 


=> P = Sen) 
c) £g O @ = Stac) oS (BD) = = So car (AC) A i (BD) en O0. 


NY S’ENTRAINER 


1. f une isométrie de P qui vérifie: f(4)=B et 


f()=K. 
J = A * C etf conserve le milieu => f{]) = AA) * AC) 
— K=B * fC) or K=B * A = f{C) = A 


"te 
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2. g est une isométrie telle que : g(A)= B ; g(C)= A et 
g(I)= I 

g(D = I => g est soit l'identité du plan, soit une 
symétrie axiale d’axe A passant par I, soit une rotation 
de centre I 

Or g(A) = B + A > g + idp et g o g(C) = B + C > g n’est 
pas une symétrie axiale 


nr g 


80) =K 

3. h= tg. Sw 

a) IB est un vecteur directeur de (KJ) => h est la 
symétrie glissante de vecteur IB et d’axe (JK) 

h(A) = tz ° S(xn) (4) =, (1) =B 

HO) nt One 00 = Le À 
(la forme réduite in ciiai hs est 
commutative) 

b) I'= h(I) = tz(4) = IB = AL SE 


est le quatrième sommet du carré BIAI 
4. a) AIC est un triangle rectangle et isocèle en I 
=> f{AIC) = BADA est un triangle rectangle et isocèle 


en AD) 
= f{AIC) = BIA ou B'A 
b) Si f est une isométrie vérifiant f (4) = B 


et f (J)=K = f(AIC) = BIA ou B'A 
> f =I ou AD) = l=f=£g= la 


=i ° Yk) 
S’ENTRAINER 


1) a) S(8c)05 (j) — he t-z: ((J)/7 (BC)). 


e ne De ee De 
S(c)0$ (8c) = le. 2(CB,Ci)) F E 
2) a) 905 ay) = COS 008 (47 = tO tre = t 


b) d'où g= t05, aj) avec IC directeur à (IJ) ainsi 
g= toS AJ) = anO Éz g est la symétrie glissante 


d’axe (AJ) et de vecteur A]. 


3) a) (AB) et (IJ) ne sont pas parallèles donc f ne peut 
pas être une symétrie orthogonale, ni une translation, 
ni l'identité, f est une rotation donc de centre 


(AB)n(1)= {1} et donc I est fixe; f n'est pas une 


symétrie glissante fixant le point I, ọ est alors une 
rotation de centre I. 





— Ħa Corrigé 

b) moe, us p ai, Car (AB) et (iJ) sont 
7 T2 

perpendiculaires. 


7 SE PERFECTIONNER 


1) a) (CB)N(CA)={C} et (cA,cB)=" [7] 


donc f=r asr . 
eta 


2 


b)CE =CI et (CE; ci)=5 donc f(E)=1 


JT 
2) a)f rotation d'angle z (quart de tour) 


f(C)=C et (JC)-L(KC) donc f((JC))=(KC) 
f ((DE))=( f(D) f (E))=(B1) 
J e(JC)N(DE) 
= f (J)e f (UC))N (DE) 
=(KC)N(BI) or (KC)N(BI)={K} 
donc f (J)=K 
D'où CJ=CK et (G cK )=5 [27] et donc CJK est 
un triangle rectangle et isocèle en C. 
b) (Jc, D)=(FO)F(c). FU) [2z] 
=(KC , KB)[2z]=(KC , Kkb)[2r] 
3°) a)(CA)//(DE) donc Sica) °S) est une 
translation de vecteur DB. En effet DB un vecteur 


normal de (DE) tel que t,__((DE))= (CA) 
2 


Sece) ° tre = S(c8) ° Sqn) ° Sten = Seen 
i —— m 


Id 


(CB) / /(E1) 
DC normal à (CB) 


t1((E1))=(CB) 
b) g = f © Sive) = S(ce) ° S(ca) ° Soe) 


en effet 


=S (cB) A = S (ce) ot de = S (gr) otz 
en effet DB = DC + CB 
c)CB est un vecteur directeur de (EI ) donc g est 


une symétrie glissante de vecteur CB et d’axe (EI ) 


d'où g =t 8 (7) et donc h=t ot os =S (en 
=" 


(E1) 


Id 


242 


d) M, =S) (M) Sen) (M: )= M 
g(M,)=f °S (M:)=/f(M)=M, 
" donc M, *M, =N e(EI) laxe deg. 
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Déplacements - antidéplacements 


I) Résumé du cours 


Vocabulaire : 

Une isométrie qui conserve les angles orientés s'appelle un déplacement : Les rotations et 
les translations sont des déplacements. 
Une isométrie qui transforme les angles orientés en leurs opposés s'appelle un 
antidéplacement : la symétrie orthogonale est un antidéplacement. 
Toute isométrie du plan est soit un déplacement soit un antidéplacement. 
Exemplel : 
Le plan(P) orienté est un muni d’un repère orthonormé direct. 
Soit f est l'application qui, au point M(x,y) associe le point M’(x’,y’) avec 

X'=-y+1 

y'= x+2 
a) f est une isométrie .pour le voir, il suffit de prendre deux points A (a, b) et B(c, d) ; A’= 
A'=f(A)(-b+1,a+2); B'=f(B)(-d+1,c +2) et de vérifier directement que AB=A'’B.. 
b) Pour savoir si f est un déplacement ou un antidéplacement, il suffit de savoir si f 


conserve un angle orienté. 
On peut donc prendre un exemple. Pour 0(0,0), A(1,0) et B(0,1), on a: 

0’=(0) avec O’ (1,-2), A’=f(A) avec A’ (1,-1) et B’=f(B) avec B’ (0,-2). 

On remarque que(0À,0B) => et(0"4;,0 'B`) => . f conserve donc l'orientation, c'est un 
déplacement. 

x=—y+1 


| n'admet aucun couple (x; y) 
Y=Xx+2 


c) f n'admet aucun point invariant car le système] 


comme solution. 

Le point O’ (1,-2) étant l'image de O par f, posons t comme la translation vérifiant t(0)=0". 
L'isométrie f se décompose alors en f= tog où g est un déplacement laissant O invariant. C’est 
donc une rotation de centre O. 


eani ' ; ; T 
On vérifie sans peine que g est la rotation de centre O et ďd’angle er 


Exemplez : 


f est l'application qui, au point M(x,y) associe le point M’(x’,y') avec |} ht 


y'=x+1 
a) On vérifie directement que f est bien une isométrie. 


b) Si on pose t comme étant la translation de vecteur u(-1;1), on remarque 
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que: f=t0g ougest l'application qui associe au point M(x, y) le point M'(y,x). 
g est donc la réflexion par rapport a la droite (D) d'équation : y=x. 
Donc, f est un antidéplacement. 
La composée de 2 déplacements est un déplacement. 
La composée de 2 antidéplacement est un déplacement. 
La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement. 
La réciproque d’un déplacement est un déplacement et la réciproque d'un 
antidéplacement estun antidéplacement. 
Remarque :( Loi générale) 
La composée d’un nombre quelconque de déplacement et d'un nombre impair 
d’antidéplacement est un antidéplacement. 
La composée d'un nombre quelconque de déplacement et d'un nombre pair 
d’antidéplacement est un déplacement. 

A) Déplacement (caractérisation, composition, expression analytique 

exemples) 

Propriétel : 
Si deux déplacements f et g sont tels qu'il existe deux points A et B distincts tels que: 
f(A)=g(A) et f(B)=g(B) alors f=g. 
En particulier, si un déplacement f admet deux points distincts invariants alors f est l'identité 
sur (P). 
ropriétéz : 
Si A et B sont deux points distincts et A’et B’ sont deux points tels que AB=A"B" alors il existe 
un unique déplacement f tel que f(A)=A’et f(B)=B’.De plus f est une translation ou une rotation 
Propriété3 : 
Si f et g sont 2 rotations de centres respectifs A et B et d'angles respectifs a et b alors f ° g est 
une rotation d'angle (a+b). 
De plus, si f et g ont même centre alors f o g est aussi de centre A=B 
En général, fogzgof. 

B) Antidéplacement 
Propriété1 : 
Tout antidéplacement est la composée d’un déplacement et d’une symétrie orthogonale 
Propriétéz : 
La composée d’une translation T de vecteur u et d’une symétrie orthogonale S d’axe (D) est: 
- Une symétrie orthogonale si u est normal a (D). 
- La composée d’une translation T de vecteur v, directeur de (D), et d'une symétrie 
orthogonale d’axe parallèle a (D) sinon. 
On voit sur les figures ci-dessous deux cas : 
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(D l) 


SCM) M= Faite T o S (M) 







= 3 + $5 + 
+: A de p nd e i r a" z 
u oa CR de EP ery etae À LA $ E: 3 ż PE 2 | 


A4 


(D; 





(D) 





Conclusion : 
Un produit (ou une composition) d'un nombre impair d’antidéplacement se décompose en : 
- Soit une symétrie orthogonale 
- Soit une composée d'une translation et d'une symétrie orthogonale, le vecteur de la 
translation étant un vecteur directeur de l'axe de la symétrie orthogonale. 
C) V-Classification des isometries : 
1) comment identifier une isometrie : 
Pour reconnaitre une isometrie f, on cherche l'ensemble des points invariants. 


yera Nature de l'isométrie _ | 
Arrr 1tidéplacemer | 


D |  J=S, symeénte orthogonale 
Fa ps arr f=- (u #0) si MM =Ge MM'#Cste = f =symétrie glissée | 


Angle de déplacements : 
Soit f un déplacement, A et B deux points distincts d'images respectives A’ et B’ par f, l'angle 





(AB, A'B') est appelé angle du déplacement f. Toute mesure 0 de (AB, A'B’ est dite angle 
de f. 
e La composée de deux déplacements d’angles œ et Bet un déplacement d'angle la 
somme des angles & +£ . 
e la réciproque d'un déplacement d'angle g est un déplacement d'angle (-a) 


Translation : 
Retenons : 
St A) /A alorsS, oS, = t où lestunpoint quelconque de Aet ] est son projeteorthogonal sur A' 


Retenons : Toute translation t- se décompose, d'une infinité de manières ,en deux symétries 


orthogonales S 0S, où A est une droite arbitraire vérifiant : 
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ui dir(A) et A'=t, (A) 
2” 
Rotation : 


5 Sy ° 5 (Ix) 
Toute rotation R 


= R(1,2(Ix,Iy)) : 


da Se décompose, d'une infinité de manières, sous la forme: 


Ria = Sun Stg AVEC lety) = s [27] 
Exemple : 
1) Déterminer la forme réduite de D 
C 
Sur) ° Stan) » Scacy ° Stam » Sur ° Sean) > Sun ° Sra) ° Stan) €t Sten) ° Stas) 
2) Décomposer en deux symétries orthogonales : R ss 
A1. 48 S L J 
(A9) 
À B 


Classification des déplacements : 


Soit f un déplacement; A et A' deux ature de f Angie Ensemble 









| Position relative de 
Aet A’ 
ER 
ex, | 


droites tels que f =S,0$,. . Le tableau 


suivant détermine la nature, l'angle et 
l'ensemble des points invariants par f 
suivant la position relative de Aet A’ 


 ANA'={I} et 


(ua his =a[x] 





Théorème : 

Si A, B, A’et B’ sont quatre points du plan vérifiant : AB=A’P’ et AB 0 alors 

- Il existe un unique déplacement f vérifiant f(A)=A’et f(B)=B. 

-Il existe un unique antidéplacement g vérifiant : g(A)=A’et g(B)=B’,etona: g= f o Sum 

N.B : Let théorème précèdent prouve les assertions suivantes : 

- Un déplacement est parfaitement détermine par son action sur deux points distincts. 

-Un antidéplacement est parfaitement déterminé par son action sur deux points distincts. 
Ecriture complexe des déplacemen 

Ecriture complexe des translations : 

La translation t-de vecteur uassocie, a tout point M d'affixe z le point M’ d'affixe 


t \ = T z 
z'=Z+Z- où z-designel'affixedeu. 


Ecriture complexe des rotations : 
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La rotation Fo) de centre Q et d’angle«, est la transformation qui, à tout point M d'affixe z 
le point M’ d'affixe z'=e“(z-2z,)+2, 

Description des déplacements du plan 

Si un déplacement f ne fixe aucun point, alors f peut se décomposer sous la forme f=t o g, où t 
désigne une translation et g désigne une isométrie laissant un point O fixe, g doit être un 
déplacement sinon f=t o g serait un antidéplacement 

g ne peut donc être que l'identité ou une rotation. 

Si g est l'identité, alors f est une translation. 

Si g est une rotation, alors f =t o g est une rotation : Ce cas n’est pas possible si f ne fixe aucun 
point. 

En conclusion: Les déplacements du plan sont les translations et les rotations. 


II) Exercices 
af ar musee sect 


Dans le plan orienté ABCD un carré de sens direct et de centre O. Répondre par vrai ou faux en 
justifiant : 
1) Sias) ° Siac) ° Sjan) est une symétrie glissante. 


2) Sias) ° Sioc) ° Sian) est une symétrie orthogonale. 


3)Si un déplacement f fixe A et B alors f est l'identité du plan. 
4) Rio ) o Siap) ESt une symétrie orthogonale d’axe (AC). 
2 


5) tás ° Siap est une symétrie orthogonale. 
6)R; sR 

e 
oR 

CRC 


8) taz ° a = est une rotation d'angle= i 
"à 


est la symétrie centrale de centre O 


7)R | est la translation de vecteur AC. 


\2/ QCM; FAUX OU VRAI 
Choisir la bonne réponse 


> — 
Le plan est muni d’un repère orthonormé (0,u,v ) soit f l'application de P dans P qui à tout 


loop es 


point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z = Ë +i 2 ta Ag 
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a) f est la rotation de centre Q d’affixe 1 et d'angle ae 
b) f est la rotation de centre Q d’affixe -1 et d'angle 3 


c) fest la rotation de centre Q d’affixe 1 et d'angle 5 


\3/ QCM ; FAUX OU VRAI 
Choisir la bonne réponse 
Le plan est muni d’un repère orthonormé ( o,u, v) „Soitf; P—>P: M(xy)>M (X'y) 
un i or 
Tel que » x 
y'=2-x 
a) fest symétrie orthogonale 
b) f est une symétrie glissante 
c) f est une rotation 


wW QCM ; FAUX OU VRAI 


Choisir la bonne réponse 


Le plan est muni d’un repère orthonormé (0,u,v ), soit f; P —>P : M(d'affixe z) associer M’(z’) 


tel que Z'=iz +1 

a) f est une rotation 

b) f est symétrie orthogonale 
c) f est une symétrie glissante 


\5/ APPLIQUER 


Soit f la transformation du plan définie analytiquement par : Au point 


X less y+2) 
M (x,y) , on associe le point M'(x',y') tels que : 1 
y'=>(V3x-y) 


Le 





1) On pose z=x+iy et z'=x’+iy. Montrer que Z = 


2) On pose 0’=f(0).Vérifier que : O’M'-0M 
3) Déterminer l’ensemble des points invariant par f 
4) Soit M” d’affixe z ° et M”= fof(M). Exprimer z” en fonction de z et montrer que fof est 


une translation de vecteur u que l’on précisera. 
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; 1 ti 
5) Soitg =t , of. AetB lespoints d'affixes respectives z, => et Z =———=1 
i; 2 24/3 
Déterminer les affixes des points A’ et B’ images respectives de A et B par g .prouver que g est 
une symétrie orthogonale dont on précisera laxe A que l'on précisera. 
“Hi TA 
Z4. 
—u 
2 
7) Déterminer alors la nature et les éléments caractéristiques de f. 


\6/ S’ENTRAINER 


Soit ABCD et CEFD deux carrés tels que (AB, AD) = (CE, CD) = (27) 





est réel. 





6) Montrer que 


De centre respectifs I et J et soient les points O,LK les milieux respectifs des segments 
[CD], [EF]et[CE]. 
1)soit f une isométrie qui transforme le carré ABCD en CEFD 

a)Montrer que f(1)=] 

b)Déduire qu’il existe une seule symétrie orthogonale et une seule translation que l'on 
précisera qui transforme le carré ABCD en CEFD 
2) Déterminer trois rotations qui transforment le carré ABCD en CEFD 
3) Soit f l’isométrie définie par f(A) =C ; f(B)=D ;f(C)=F ;f(D)=E 

a) Déterminer f(0) 

b) Montrer que f ne peut pas avoir des points invariants 

c) Construire l’image F’ de F par f 

d) Calculer fo f(A) ;f o f(B) et f o f(C).Caractériser f o f 


ə €) Trouver un vecteur u et une droite Atels que f=S At t09 À 


V S’ENTRAINER 


Dans le plan orienté ,on considére un triangle équilatéral ABC de sens direct A’,B’et C’ sont les 
milieux respectifs de [BC][ACJet [AB],on pose D=S,,,,(B) et O le centre du cercle circonscrit 


au triangle ABC 

1) Trouver toute les isométries qui laissent globalement invariant le triangle ABC 
2) Trouver un déplacement qui transforme ABC en ACD 

3) En déduire tous les déplacements qui transforment ABC en ACD et préciser les éléments 
caractéristiques de chacun d'eux 

4) Trouver tous les antidéplacements qui transforment ABC en ACD et déterminer les 
éléments caractéristiques de chacun d'eux. 
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S’ENTRAINER 


Le plan est orienté dans le sens direct.On considere un losange ABCD tel que (48 AD) =" (27). 


et on designe par I et J les milieux respectifs des segments [AB]et[CD|. 
1) Montrer qu'il existe une seule isometrie f qui transforme A en Bet D en C. 
2) Montrer que si f admet un point invariant M alors M e(DI)"(B]).conclure. 


3) Montrer que f est une symetrie glissante d’axe (U). 
4) Determiner fof(A) et en deduire le vecteur de la symetrie glissante f 


S’ENTRAINER 


Dans le plan orienté on considère un carré ABCD de centre O tel que [AB,AD) => (7) 


Soient les isomètries sivantes: f=S,,08S,0848 €t J= Sice) O Stan) 


1) a)Déterminer la nature et les élements caractéristiques de g 
b)En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f 


2) Soit R la rotation de centre C et d'angle + 


a) Construire le point E=R(A) 

b) Quelle est la nature du triangle CAE ?. 

c) Montrer que les points B,D et C sont alignés. 
3) Soit I le milieu de [EA] 

a) Vérifier que: R=S,,,05,,, 


b) Déduire alors la nature et les éléments caractéristiques de h= Scn oRoS,, 


NY S’ENTRAINER 


Dans le plan orienté on considère un carré ABCD de centre I tel que : [BA,BC) — = 7) 


On désigne par t la translation de vecteur BC et par r la rotation de centre I et 
7 
D'angle —. 
e 2 
1) Montrer que :t=5,,,05,,,, où(A) est une droite que l'on déterminera. 


2) Montrer que r=5,,,05!,, 


3) En déduire la nature de fot et ses éléments caractéristiques. 


NY SE PERFECTIONNER 


Dans le plan orienté ;on considère un triangle EFG équilatérale dans le sens indirect et soient 
les points A,B et C milieux respectifs des segments [FG] , [FE] et [EG] 
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1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui transforme A en E et F en C 
b)Montrer que f est une rotation dont on précisera l'angle. 
2) a)Déterminer Siso) 0 Siga) (Aet Seo) OS a) (F), en déduire que f = Siso) 0 Stea) 


puis le centre de f 
a) Déterminer la droite A pour que f=S,,,05,%) 


3) Soit H le projeté orthogonal e G sur (BC) ; I et J les milieux respectifs des segments [GH] et 
[GB] et soit 1'=S,,(1).on pose g=t.05,,,.Déterminer g(I), en déduire la nature et les 
éléments caractéristiques de g. 
4) Soit h= Saf 

a) Caract ériser S,,,05,,, 
b) Déduire que h est une symètrie glissante dont on déterminera l'axe et le vecteur 


13 SE PERFECTIONNER 
Dans le plan orienté,on considère un losange ABCD tel que (AB, AD) =" (27).0n désigne par 


IJ, KL et O les milieux respectifs des segments [AB], [BC],[CD],[DA]et [BD].On note (A }et(A') 
les médiatrices respectives de [AB] et [CD] 
1) a) Montrer qu'il existe un unique antidéplacement f qui transforme AenBetD enC 

b) Prouver que f n’est pas un une symétrie orthogonale 


2) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (A)et R la rotation de centre B et d'angle -5 


a) Montrer que f=RoS 
b) Déterminer f(B)puis la nature et les élements caractéristiques de f 
3) On pose g= foc où © est la symétrie orthogonaled’axe(A").Déterminer g (c ) et donner la 


hature et les éléments caractéristiques de g. 
4) On pose h=g"0R 
a) Prouver que h est une translation que l’on caractérisera 
b) La droite (BC) coupe (A) en un point M, =R"(M)et M, =g (M). 


Montrer que les points M,M.,,et M, sont alignés 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Dans le plan P orienté dans le sens direct, on considère un triangle OAB rectangle et isocèle 
en O tel que (04,0B)=" [27] Soient les points /,/etC les milieux respectifs des 


segments [0A|,|0B] et |AB| et D tel que OABD soit un parallélogramme. 


1) a) Montrer qu'il existe une unique rotation f quitransforme AenOetOen B 
b) Caractériser f 
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c) Déterminer fo f(C) puis caractériser fo f 





2) On muni le plan P d'un repère orthonormé direct (0, OI, Oj). Soit g l'application de P 


dans lui-même qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ ďd'affixe z’ tel que z'=-i z+2i. 
a) Montrer que g est une isométrie 
b) Montrer que l'ensemble des points fixes de g est vide 
c) Déterminer g(A)et g(O) et en déduire que g est une symétrie glissante que l'on 
caractérisera 
d) Montrer que g(B)=D 
3) Soient S=g" vf et S(C)=E. 
a) Déterminer g(E). Résoudre l’équation -iz+2i=1+i eten déduire que Z, = Zç 
b) Montrer que S est la symétrie orthogonale d’'axe (OA) 
c) En déduire que g= fes. 
d) Déterminer l’ensemble des points M de P tel que g(M)= f(M). 


e) La droite (BE) coupe (OA) en K et la droite (CD) coupe (OB) en L. Montrer que CKL est 


un triangle rectangle et isocèle. 
4) Soit g= f°g . Montrer que w=S,08 puis caractériser Q. 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Le plan est orienté dans le sens direct. On considère un triangle OAB rectangle en O tel que: 
OB=20A et (0A à OB) =- [27] ; On note I et J les milieux respectifs des segments 
[OB] et | AB]. 
1) a)Montrer qu'il existe une seule rotation f telle que f(0)=I et f(A)=B. 

b) Donner l'angle de f et construire son centre ©. 
2) Soit R la rotation de centre O et d'angle -= On note g=f R>. 


a) Déterminer g(O), puis caractériser g. 


b) En déduire que f =tz °R. 
3) Soient C=R(I) et D l’image de O par la rotation de centre I et d’angle P 


a) Vérifier que OIDC est un carré direct. 
b) Déterminer ( f o f )(0). 


c) Caractériser f o f et en déduire que Q est le centre du carré OIDC. 
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4) Caractériser S aB) ° (a) © Ses 
5) Soient h=t-; ° Sroa) et p=t ° Sioa) 


a) Caractériser Q. 
b) En déduire que h est une symétrie glissante que l’on caractérisera. 


SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit ABC un triangle rectangle en C tel que (a z = 2 et soit r la rotation de centre A et 


d'angle A Soient D = r(C) et E = r ~ (B). 


On désigne par I le milieu du segment [CD]. 
1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) = D et f(C) = A. 
b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f. 
2) Soitg=for. 
a) Montrer que g est une translation. 
b) Soit F = g(E). 
Montrer que f(B) = F et en déduire la nature du triangle BIF. 


c) Montrer que les points C, A et F sont alignés. 


3) Soit G =t; (1) où t; désigne la translation de vecteur AD. 


a) Montre qu'il existe un unique antidéplacement ø tel que o(C)=D et ol) =G. 


b) Montrer que @ est une symétrie glissante dont on précisera le vecteur et l'axe. 


K4 SUR LE CHEMIN DU BAC 


Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 


ci - contre, ABCD est un losange de centre O, I est le ` : - 

milieu du segment [AB], J est le milieu du segment [AD] : 

et (AB, AD) =a [27]. 

1) a) Montrer qu'il existe un unique antidéplacement f B c 


qui transforme A en B et B en D. 
b) Caractériser f. 


c) Déterminer l'image du triangle ABD par f. 





— B, Chapitre N°3 à — fs) — 


2) Soit S un antidéplacement qui transforme l’ensemble 


{ A, B, D} en l’ensemble {B, C, D} et tel que S(A) = C. 
a) Déterminer l’image du segment [BD] par S. 
b) En déduire que S est la symétrie orthogonale d'axe (BD). 
3) Soit g un antidéplacement qui transforme l'ensemble {A, B, D} en l’ensemble {B, C, D} et tel 


que g(A) =D. 


a) Montrer que g(D) = B. 


b) Caractériser alors g. 


N7 SUR LE CHEMIN DU BAC 
Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormé direct fo. i. 3 ( unité : 2 cm ) 


On considère : 
= Le point A d'affixe a =5 — i3 
“ Le point B tel que le triangle OAB soit équilatéral direct 
= Le milieu Q de [OB]. 
1) a) Démontrer que B a pour affixe b = 4 + 2i4/3 . En déduire l'affixe q de Q. 
b) Déterminer l'affixe z, du point K tel que ABQK soit un parallélogramme 
Zg — 





a 
c) Démontrer que est imaginaire pur. Qu'en déduit - on pour le triangle OKA ? 


Ag 
Préciser la nature du quadrilatère OQAK 
d) Placer les points A, B, Q et K dans le plan. 
2 
2) Soit Cle point d'affixe c = a i 


ZE — 





b 
a) Calculer ; Que peut - on déduire pour les points B, C et K ? 
C 


Ze — 
b) Placer C sur la figure. 


NM SUR LE CHEMIN DU BAC (Session principale 2008) 


Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (O;u;v) , on donne le point A 


d'affixe 1. 
Soit l'application f de P dans P qui à tout point M d'’affixe z associe le point M’ d'affixe z’ tel 
+i l+i 


l 
ue: z'=—= Z +l-—=. 
ü GME 


1) Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques. 


— B Chapitre N°3 





2)Soit le point M, d’affixe 2. On pose pour tout entier naturel n, M,., = f (M, ). On désigne 


par z, l’affixe du point M, et par Z, l’affixe du vecteur AM, . 
a) Montrer que Z, = ei. 
b) Montrer que pour tout n de N, Z, = ef. 
c) En déduire l’ensemble des valeurs de n pour les quelles les points À, M, et M, sont 


alignés. 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session principale 2012) 


Dans le plan orienté, AIJ est un triangle quelconque, BAJ et CIJ sont deux triangle isocèles 
respectivement en B et C tels que 


CET i 


On désigne par t la translation de vecteur IA et pas ret r les 


rotation de même angle = et de centres respectifs B et C. 
1) 

a) Déterminer r, (I) 

b) Montrer que r,ot(1)= j 

c) En déduire que r,ot =r, 
2) Soit K=t(C) 





Montrer que BC=BK et (BC.BK| = 27]. 
3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocèle en D et (Dr DA| = [27] 


a) Soit O le milieu de | AC | 


Montrer que l’image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O et le triangle BKC 
b) Montrer que ABCD est un parallélogramme. 


74 SUR LE CHEMIN DU BAC (Session de contrôle 2012) 


Soit a un réel strictement positif 
1) résoudre dans C l'équation : z°-(1+i) az+ia?=0 
2) le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (0, u,v ) 
On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia 
a) quelle est la nature du triangle OAB ? 
b) déterminer l’affixe du point C tel que OACB soit un carré 


— W Chapitre N°3 256 
3) soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de 
sens direct 





a) monter que l’affixe de P est égale à put Ja 


b) calculer l’affixe du point Q 
c) montrer que les points B,P et Q sont alignés 


— Ħa Corrigé 
\/ QCM ; FAUX OU VRAI 

1°) Faux : S, 4809 ac)09 AD) fixe le point A , elle ne 
peut pas donc être une symétrie glissante. 

2°) «Faux: 5,05 05 ap D) =t 09 
05: :05 


symétrie glissante et non pas une symétrie 
orthogonale. 

3°) : Le seul déplacement qui fixe plus qu'un point 
est l'identité du plan. 

4°) Faux: R oS) (A)= B 


2 


mais S4 (4) = A 
5°) Vraie : taOs 


(aB)?> (pc) (ap) €t CB 


directeur à( AB) donc S est une 


(AB) (Dc)? (AD) 


(aD) ) — SA (A la 


= S,05 OS ap 
droite parallèle à (AD) passant par O). 


6°) Faux À, OR, „ne fixe pas le point O, alors 
(c3) (4 4 


que O est fixe par S. 
7°) Vraie: R oR 


B) (1) 


ae) c'est une translation qui envoie A en C 
A 2 


est donc l- l 


est un déplacement ď’angle 


8°) Vraie:{— Re a zet la composée de deux 


déplacements d'angles O et Æ est alors un 


déplacement ď’angle Z, c'est une rotation. 
3 


V7 APPLIQUER 


Réponses | ejj b | e | 


APPLIQUER 


l1-z=x+iy , Z'=x+iİy' 
z'=5(x+ 3y +2)+i(V8x-n) 
Lo-parv-t8 


Ta 






2-0'M'=|:"-z,|= 


= 1+iV3 >|" 
2 

















z|=|z ejej OM 

















Donc f conserve la distance 
3- Ensemble des points invariants par f 
Un point M est invariant par f ssi f(M) 


. 1+1i43 — 
SZ -zo + +1=z 


3 
(X—iy)+1=Xx+iy 





on pose Z = x + İy donc onaura 
=M 


1 "#5 
EE fs Mrs 1=0 


E 
+ J i V3x-3y= =0 


= yy 
2 * 2 VE 
x—V3y=1 x-V3y=1 
z (x-3y)=0 re 


Ce qui est impossible donc f n'a pas de points 
invariants 
4- M” d’affixe z” et M”= f o f (M).exprimons z” en 
fonction de z 
f o f(M)=M” signite oi 

uai pis 
D X( 


RARES 


3+iN/3 
2 








Jz+1)+1 











JUM] =M" =2z+ 





3+iN3 
2 


Donc fof estunetranslationde vecteur u d'affixe 


5—-g=t, of. 
2 


Aet B les point sd'affixes 
D. = ET: = g(A),B' = g(B) 


A 2 B 2/3 
Affixe de A'etaffixede B': 
A'=t , 0f(4)=t (f(A); 


posons f(A)= A, d'affixez. ; 
_1+iN3 5+i3 


£ 
PU 4 


Z 








3 La 
2 
t.(4)=4 2, — ZA mran 
_5+iv3 3-148) 
4 4 
_S+ivs 23-143 


4 4 








etos 
a g- 


Donc g(A)=A de même on trouvera que g(B)=B.g est 





— Mm Corrigé 


différent de l'identité et g est une isométrie 
(composée de deux isométries) qui fixe deux points 
distincts donc g est une symétrie orthogonale ď’axe 
(AB) 





ES eu 
Re M. 23 43 


Z.. 343 328 


3 
4 
__{_2it28 _ (214243) 
\3(3+i4/3) 3/3 +3i 
E 3V3 +3 _ 2 IR 
Fats 13 


7—t:.0f = SaB) = f =t:.08(48) 
2 2 


e 
2 











etonverifiera facilement que=u est directeur de( AB) 


Donc f est une symétrie glissante d’axe (AB) et de 


= 


vecteur 1 


u 
2 
\7 S’ENTRAINER 


1°) a) Soit une isométrie qui transforme le carré 
ABCD en CEFD donc f transforme le centre du carré 
ABCD en le centre ] du carré CEFD, ainsi  f(I) =J. 

b) si f est un déplacement, transformant I en J est 


m 


bz ou Lo 
2 


j Si f est un antidéplacement, 


transformant I en J est S car (CD) est la 


CD) 
médiatrice de [1 | 


r M et S =E- .sont trois rotations 
ea 9" es 
2° 2 2 


qui transforment le carré ABCD en CEFD. 
3) a) On a f(c)=F et f(D)=E et comme O=C*D alors 
f(0)=f(C)*f(D)=F*E, ainsi 
f(0)=L. 
b) f(0)=L donc f = tz ona f = Sy): 


c) (PF & FF'=0L. 
d) fof(A)=f(c)=F ; fof(B)=f(D)=E. fof(C)=f(F)=F"; 


S’ENTRAINER 


1) ABC étant un triangle équilatéral, A’, B’ et C 
désignent respectivement les milieux de [BC] [AC] 
et [AB] et O est le centre de gravité de ABC. 

Soit ọ une isométrie qui laisse globalement 
invariant le triangle ABC 


Donc p({4,B,C})={A,B,C} et p(0)=0 


On distingue six cas : 


ọ(4)=A WAI=8 

p{(B)=B sp=1d,. PB)=B S P= Sroa 
ọ(C)=C pC)=C 

p(A)=A 

pB)=BFSPp=S,00); 

pC)=C 

p(A)=A p(A)=A 
pB)=BFSp=S 08) P(B)=B a e 
pC)=C p(C)=C i 
p(A)=A | 
ee a 


2) Soit R la rotation de centre A et d'angle dont une 


TT 
mesure Frs . 


R(A)=A 

R(B)=B =R estun déplacement qui transforme 
RIG I= 

ABC en ACD. 

3) Soit f un déplacement qui transforme ABC en 
ACD. 

Or Rt est un déplacement qui transforme ACD; 
donc Rît o f est un déplacement qui laisse 
globalement invariant ABC. 


Donc on a R'of=ld, ou R'of=R 


ou 
2T 
0;— 


Ref- à 


Si F =RoR >, _ et comme T 2n n|2r] ; alors 
SEE 3 3 
f est une symétrie 


FERRER, on PARIS 


centrale 


Donc f est la symétrie centrale Sg , de centre B’, 
milieu de [AC] 

S;(A)=C Š S,(B)=D et Sẹ(C)=A donc 
Sg transforme ABC en ACD 

Si f=Ro R 


2m 
0;—— 
3 ) 


— M Corrigé 


et comme À ani ome — [2z] ; 
3 à 3 


TT 
alors f est une rotation d'angle Er 


„ (A)J=D et _… (B)J=A donc 
Fa F3) 
R _, transforme ABC en ACD. 
C;— 
3 


Ainsi les seulement déplacements qui transforment 
ABC en ACD sont R : Sg et R 
( 


—T i 


3 
4) Soit g un antidéplacement qui transforme ABC 
en ACD. 
Alors Rt o g est un antidéplacement qui laisse 
globalement ABC. 


°9=S roa) OU R *eg=S o ou 
R“ og=8 oë 

D'où g=RoS,,y) ou 
g=R° Stoc) 

Si g=RoS,,,, g(A)=R(A)=A, 
g(B)=R(C)=D et g(C}]=R(B)=C Donc 
Sac): 

Si g=RoS,z,, g A)=R(C]=D, 
g(B)=R(B)=C et g(C)=R(A)=A 

Donc g est un antidéplacement tel que gog est non 
identique, car go g(C)=g(A)=D. 


Donc g est une symétrie glissante d'axe A et de 
vecteur Ü . 


geg(C)=tu(C)=-DHû=CD= AT. 


E 
Doncona R 


g=RoS 68) ou 


alors 


alors 


g(B)=C et g(C)=A alors les points A’ et B’; milieux 
respectifs de [BCJet[AC] sont des points de A. Donc 
A= (A'B') 

Ainsi 9=t ° Steg) = Stee) tr 

En E les seuls antidéplacements qui 
transformes ABC en ACD sont : 


S’ENTRAINER 


1°) On a: AD = BC (car ABCD est une losange) et 
AD + 0 , donc il existe une unique isométrie f telle 
que f(A)=B et f(0). 


2°) si f admet un point invariant M, M serait un 
point commun aux médiatrices de [AB | et [CD] 
qui sont (DI) et (BJ), c'est-à-dire ME (DIN (BJ) or 
(DIN (BJ)=ġ, donc f n’a pas de point invariant. F est 
une symétrie glissante. ( f ne peut pas être une 


symétrie orthogonale car les médiatrices de |AB| 


et [cD] qui sont (DI) et (BJ) ne sont pas 


confondues, donc f est nécessairement une symétrie 
glissante). 


39 On af- t-05 = t-ot.ot0S (aD) 


oS 


(AD) 


= t-ot-ot.05 (an) = t-_ot—0S OS 


IJ)“ (AD) 


, comme AD est directeur à (IJ), alors f 


(4) 


= tap u) U) 
est la symétrie glissante d’axe (IJ) de vecteur AD. 
4°) On va retrouver dans cette question, le vecteur 
de f. 


S’ENTRAINER 
1992) g= Stc) S (an) = tx ((CB) / /(AD)) . 
b) ES OS an 048) = tza 0 San Comme 2 AB 


est directeur à (AB), f est alors la symétrie glissante 


de vecteur 2 AB et d’axe (AB). 
PIRK ? 
ta 
3 
a) E=R(A) : voir figure 
"CA=CE 
ET donc le triangle AEC est 
(CACE)=" [27] 


équilatéral. 

3°)a) Seen (04) = S(e) 25 (c4) = caca) 

=R , =R, (CA CI)== car  AEC. est 
(62%) 6 6 


équilatéral et I=A*E ) 
DAS OR est la composée d’un nombre pair 


d’antidéplacements et d’un déplacement est alors 
un déplacement. 


h=S 08 (90504305 


(CT) 


(c1) 
= S (0408 (cn) — S (04305 (ci) ~ Rea) F e2) ; 


3 
No S’ENTRAINER 


On pose DE ; Ts) 
2 





— B Corrigé 


1°) Soit A la médiatrice de | BC | qui coupe (BC) en 
J; 5,05, = tac 

2S: ( m)0S À = M 1200.16) = Traz) z az) 
-= ((8)na={n) 


3°) f est la composée d'une translation et d’une 


TT 
rotation d'angle > est alors une rotation d'angle 


T 
: frotas oS 


7 im 0Sa0S,0S 


Š S (18) (4B) 


(4B) 


=r, an 7 s 
(B,2(BÀ,Bï)) | BZ) 


F SE PERFECTIONNER 


1) a) On a AF=EC et AF# 0, donc il existe un unique 
déplacement f tel que f(A)=E et f(F)=C 


b) l'ange de f est@=(AF,EC)[2x]. 
O=(GF,GC)+z[2r] O=+z[2r] 


27 27 
= pb f est une rotation d'angle LE 


2°) a) S (c)05 24) (A) = E, S (pc sa (F)= C ;fet 


Si gc)0S (ga) Sont deux ru qui coïncident 


en deux points distincts A et F, ils coïncident alors 
partout ; d'où f = S (2c)05 (84): Comme S 808 (Ba) 


fixe le point B ; doncf-r M 
(2-5) 
b) f =S 08 ea” A passe par B et 


(BC,u) =-= [27] avec U directeur de A, d'où 





A=(BE). 

3°) g(D=t0S p MO - (I) = [ gest la 
PT PR 

composée d'un déplacement et d'un 


antidéplacement est alors un antidéplacement 
fixant le point I est donc une symétrie orthogonale 
d'axe passant par I. 


g(H)=t:05 otA)= t(H)=G d'où l'axe de g 
est la médiatrice de [HG]=(1), g =S) : 
4°) a) SOS) est une translation car 


(BE)//(CA) ainsi S caSr) =E =. 





b) h= Sica f T Sica S cee S (80) = y t 05 (80) 4 


h est alors la symétrie glissante d’axe (IJ) et de 


vecteur BH — 2] 


5 SE PERFECTIONNER 


1) a) On a AD=BC (ABCD est un losange) et AD Z 0, 
donc il existe un unique antidéplacement f qui 
transforme A en B et D en C. 

b) Si f est une symétrie orthogonale, son axe A 


serait à la fois Med| AB] et Med [cD], impossible, 


donc f n’est pas une symétrie orthogonale. 

2°) a) Ro S (A) =R (B) =B; RoS (D) = R(D) =C. 
RoS et f sont deux antidéplacements qui coïncident 
en les points A et D donc ils coïncident partout, d’où 
f= Ros. 

b) f(B)= RoS(B)=R(A)=D. f est la composée d'un 
déplacement et d’un antidéplacement est alors un 
antidéplacement, qui n'est pas une symétrie 
orthogonale est donc une symétrie glissante. f(A)=B 
et f(D)=C, donc l'axe de f est D=(IK). 

fof(B)=f(D)=C; donc le vecteur de f est 


= BC = B] =10 Ainsi 
f =S 0ta = Se 9t 05, Ki 
2 


3°) g(c)=foS(C)=f(D)=C 

g est la composée de deux antidéplacements est 
alors un déplacement fixant le point C est alors une 
rotation de centre C. 

g(B)=foS(B)=f(B)=D donc g est d'angle 


-ne T 
6=(CB,CD)[2r]= -zajr 


c a) 


4°) a) h=g'oRest la composée de deux 


TT TT 
déplacement d'angles 3 et "+ est donc un 


I K 
déplacement d'angle ae h est donc une 


translation, 


h(A)= g'oR(A)=g"(D)=B, h=t; 


b) (M, MM, )= (MM, ME j) + (MB, MC) + (MC, MM, )[2r] 


Zsos(-7) =0[27] d'où les points M, M, et M, 


sont alignés. 


— M Corrigé 
Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


D B 





1°)a)Ona A0 =0B +0 et AO + 0B donc il existe une 
unique rotation f telle que f(A)=0 et f(0)=B. 
b) Ona f d'angle 


(40 ,08)=x+(04,08)[2x]=- [27] et de 


centre C le point d'intersection des médiatrices 
(IC) et (JC )respectivement des segments 


[0A] et [0B]. f Tas 


c)Onafof(C)=f(C)=C. fo f est la composée 
de deux déplacements donc c’est un déplacement 
d'angle —7 (la somme des angles de f et f ) et 


donc c'est une symétrie centrale de centre C (un 
point fixe de fof). 


2°) a) Soient M.(z,)=g(M.(z,)) 
et M,(z,)= 9(M,(z:)). 
On a M,M, =|z, —2;| 


Fa 
aia Ue 
= —i| LE, 








-i(z, -2,) =|z,-z,|=M,M, 


Donc g est une isométrie (conserve la distance). 








b) M(Z) est un point fixe de g si et seulement si 
g(M)=M & -iz+2i=z. 
Soitz=x+iyoù(x,y)eR°. 
Ona:-iz+2i=ze-i(x-iy)+2i=x+iy 
Sx+y+i(x+y+2)=0 
SXFY=X+y+2-0=2-0 


ce qui est impossible et donc l’ensemble des points 
fixes de g est vide. 





c) Ona: z) =0;z, =2; 

—İZ, +2i =—2i +2i =0=Z donc g(A)=0 et 
—İ Z} + 2İ = 2Í = Z, donc g(0)=B . 

g est une isométrie qui n’a pas de points fixes donc 
g soit une translation soit une symétrie glissante 
Org(A)=0, g(0)=Bet AO + 0B alors g n’est pas 
une translation et donc c’est une symétrie glissante 


de vecteur vet d'axe À. 
g°g(4)= g(0)=B et g° g =t_ -donc 


2v = AB =2 AC par suite v= AC. 
g(A)J=0=1=A*0EAet g{0)=B—=/]=0*BEA 
par suite A=(1]). g =t- Sn 

d) On a OABDest un parallélogramme donc 
AB =0D 
1ère méthode (géométrique) : 

geg(0)=t-(0)=D & g(g(0))=g(8)=D. 
Zeme méthode (expression 
Zp =Z; =Z “Zg Z4 = 2i -2. 


complexe) : 
AB 
—iz,+2i=i(-21)+2i=-2+2i=2, 

Et donc g(B)=D 

39 a) On a S=g of ges = donc 
c= F= ESC) = gE). 

L'équation —i z+2i=1+i -i pafi 
Sz=i(l-i=1+ie z=1-i 
g(E)=C & iZ, +2i =z, =1+i & Z, =1-i =Z; 
b)S(0)=g"(f(0))=g"(8)=0 

et S(4)=g"(f(4))=g"(0)=A. Sfixe les 
deux points O et A et différente de l'identité du 
plan (S(C)=E+C) donc Sest une symétrie 
orthogonale ď'axe (0A). S = So M 


c) Ona: 
ld, 


gos=f 2 E e N a A 
d) Ona: g(M)= f(M) 
& f (S(M))= f(M) & S(M)=M & M est un 


point fixe de S or l’ensemble des points fixes de S est 
son axe (OA) alors l’ensemble des points M tels 


que g(M)= f(M) est la droite (OA). 


(04) 











— m Corrigé 


e) Ona: K e(0A)( (BE) 
donc g(K)e g((0A))N g((BE)) 
=( g(0)g(A))N(g(B)g(E))=(BO)N(DC)={L) 
donc g(K)= Lor K (0A) alors 

CK =CL 
f(K)=g(K)= L et donc 


——-— A 


=> x 
CK ,CL}]=-—|2x 
(CK ,cL)=-" [27] 
d'où CKL est un triangle rectangle et isocèle en C . 


_ 
4°) On a: o…=fog=fofoS=S.0sS car f of =S; 
Comme (/C)et(/C)sont perpendiculaires en C 


te) ° Sue) PAT suite 


tJ 


alors S, =S 


arae À RS 
p= S (rc) - Sije) j S (04) S (rc) ota 
; a est un vecteur normal de (0A) 
tı ((04))=tz((0D)=U0) 


2 


Or OB est un vecteur directeur de (IC) et donc Ø 


est une symétrie glissante de vecteur OB et d’axe 


(IC). 


\y SUR LE CHEMIN DU BAC 


1°)a)I=0+B donc 2IB=0B=20A d'où IB =0A +0 


en plus OI ŻAB donc il existe une seule rotation f 
telle que f(0) =Ï et f(A) Sp 
b) fest d'angle (0A i TB) = (0A f 0B)[2r] = [2] 

Q est l'intersection de Med|[OI| et Med| AB] 


ÆjalR=r a SR R 
eg ete 


2 2 

g(0) =foR” (0) = f(0) =]. g est la composée de 

deux déplacements (rotations) donc c'est un 

déplacement d'angle Z_Z-ọo d'où c'est une 
2 2 


translation de vecteur OI car g(0)=1 
b)g=t.=foR" &f=t,;0R 
3)C=R(1)=(01,0C)=% [27] et 01=0C. 


D=F 


o=) 


(o)=(10,1D)=—"{27] et OI=ID 


Ainsi OC=ID et (OC)//(1D) (deux droites 


perpendiculaires à (OI) ) d'où OIDCest un 
parallélogramme comme JEU 

(oi ,0c)=" [27] 
alors OIDC est un carré direct 
b) fof(0)=f()=teR()=t(C)=D 
c_fof=r or Anon Sa 

CRC" ns 

S,(0)=f°f(0)=D donc O=D*Q or OIDC est 
un carré alors ©) son centre 
4°) (AB) et ( JQ) sont perpendiculaires en J donc 
S(a8) a a 
t=S oS Ja) 


deux déplacement (symétries centrale) donc c'est 
un déplacement d'angle 7+7=27 d'où c'est une 
translation 


Ort(A)=S,°5,(A)=S,(A)=B alors t=t 
5°) a) p =t oS (04) =S) 2 (04) ° 5 (04) = S(y) 
en effet OB L OA et tiz ((0A)) =(1/) 

2 


J 


(4B) oS =S,°S,est la composée de 


b) P= Siy) =l 8 (04) <> S (04) = sk 


d'onh=h 08 mt ptet es 


BO “T 
Or AO et (y) sont de même direction donc h est une 





symétrie glissante de vecteur 40 et d’axe (Y ) 


SUR LE CHEMIN DU BAC 


1. a) AC = DA # 0 = il existe un déplacement 
unique f tel que f(A) = D et f(C) = A. 
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| az (AC, DA) [27] sgt (AČ, AD) [27] 


= r +5 [27] = [27] = 27] 


TT 
a + 2kr = f est une rotation d'angle aa ; 


Le centre de f est un point commun des médiatrices 

respectives des segments [AD] et [CA] 

> I est le centre de f. 

>f=f ; 
(2) 

2. a)g=for. 

g est la composée de deux déplacements donc g est 


; X 
un déplacement d'angle Ta + z =0 


=> g est une translation. 

Remarque : fo r (A) = f(A) =D 

= g est une translation de vecteur AD). 
b) F = g(E). 

f(B) =for (E) =g(E) =F 


Br 


r 
(0 J 
= IB =F 
ae an F 
IB,IF |= -— |27 
F)=-2pn 
=> BIF est un triangle rectangle et isocèle. 
p = À 
c 


f(B)=F 


Or (CB) L (CA) = (CA) // (AF) = C, A et F sont 
alignés. 


3. G=t (1) 


a) AD =1G = AI = DG = AI = DG 
Or IA = IC = ID = CI = DG # 0 > il existe un 


— (CB) L (AF) 


antidéplacement unique tel que ọ(C) = D et o(I) =G. 


b) west un antidéplacement donc ọ est soit une 
symétrie axiale soit une glissante. 

Puisque [CD] et [IG] n’ont pas la même médiatrice 
donc ọ n'est pas une symétrie axiale 

p est donc une symétrie glissante 


p= 0S, =S, ot- 

ou est un vecteur directeur de À 

E(C) = D = I le milieu de [CD] est un point de A 
o =G> u = 1G 

A est donc la droite passant par I et de vecteur 
directeur IG 


SUR LE CHEMIN DU BAC 
1. a)AB=ADet (4B, AD) = ~ [27] = ABD est 
équilatéral = AB = BD z 0 


> İl existe un antidéplacement unique f tel que f(A) 
= B et f(B) = D. 

b) f est soit une symétrie axiale soit une symétrie 
glissante 

* fo f(A) = D 4# A > fo f n'est pas l'identité > f n’est 
pas une symétrie axiale > f est une symétrie 
glissante. 


FSoiti= t- o a= S 4 © l- , avec u vecteur directeur 
de A. 
fo f(A) = D = 


(=D da 100 


— 


AD =10 


h | — 


f(A]=B—=A+xB=IEA 

f(B) =D >B *D=0 e A>A-= (I0) 

c) f(ABD) est un triangle équilatéral indirect car f 
est une isométrie qui change les mesures des angles 
orientés en leurs opposées. 

Puisque f(A) = B et f(B) = D > f(ABD) = BDC. 

2. Soit S un antidéplacement qui transforme 
l’ensemble {A, B, D} en l’ensemble {B, C, D} et tel 
que S(A) =C. 

a) S({A, B, D}) = {B,C,D}et S(A) = C 

= S({B, D}) = {B, D} => S([BD]) = [BD]. 

b) S([BD]) = [BD] 

Deux cas se posent : 

. S(B)=BetS(D) = D >S est un antidéplacement 
qui a des points invariants = S = Sgp) 

ə S(B)=DetS(D)=B 

O =B * D = S(0) =D * B = O > S est une symétrie 
axiale d’axe la médiatrice de [BD] qui est (AC) 

=> S(A) = A impossible car S(A) = C. 

Ainsi le seul cas qui se pose est S = S(ep) 

3. Soit g un antidéplacement qui transforme {A, B, 
D} en {B, C, D} et tel que g(A) = D. 

a) g({A, B, Dj) = {B, C, D} et g(A) = D 

=> g({B, D}) = {B, C} 

Si g(D) = C > g(B) = B > g est une symétrie axiale 
=> g o g est l'identité 

Or g o g (A) =C +A absurde. 

=> g(D) + C = g(D) =B. 

b) g est un antidéplacement tel que : g(A) = D, g(D) 
= B etg(B) =C. 

g ne peut pas être une symétrie axiale car 
gog(A)=B#A 
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=> g est une symétrie glissante de vecteur 


ZAB = JO et d’axe la droite (JO) (milieux de [AD] 


et [DB]). 
= Le point A d'affixe a = 5 — N3 
= Le point B tel que le triangle OAB soit 


équilatéral direct 
= Le milieu Q de [OB]. 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


1. a) OAB soit équilatéral direct 


73 


nr an Zy =e°z, 


J3 
“Ee ETC -i3) 
5 pi V3 3 


E, "RS pa = 4+2iV3 


Q= D+Beq= = TE 


b) ABQK est un SPAM me 
AB = KQ © zz = 2d 

<>b-a=q—k 

k=q-b+a 


D ee DR NE = 8 0 





c) 
Zx A 3-23 5+i\3 | F NA 
Zy E EEN 
Aaa Aa 
 (23)(8+243) _ -743 | aB eu 
21 21 
ZK 


rectangle en K. 

OQ = QB = KA = OQAK est un 
parallélogramme, de plus on a : (KO) L (KA) 
=> OQKA estun rectangle. 

d) 


— 


DR DANSE EC TSH 
EAEE L ead 
M R i e a NANE 
RE 
ENEE 

CRT 

CENT ` 








2a 
Ds E —, 
3 
pa. 3—2iV3-4-2iV3 
Zye 3-23- (5-i43) 
_ —1-4i3 _ 1+4i3 „Aam 
_1_y; FRE à 1+4i3 
ue 3 


= B, C et K sont alignés. 
b) Voir figure. 
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Soit l'application f de P dans P qui à tout point M 
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que : 
Diti l+i 


z+l-—=. 
ya de 
l+i 


1. f: M(z) — M'(z') tel que : z'—1 = maL —1) 


Z 


= ER (z-1) 


D'où fest la rotation de centre A et d'angle dont une 


TT 
mesure est a 


— Ma Corrigé 
2. Mo(2) et M,,, =f (M,); M, (Za) et 
Z, = aff (AM, )=z, - 1. 


3) Z,=2-1=e4(2,-1)=et. 


b) Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 
NT 


I 
m9 % 
Z,=e 


1 


e Pourn=0, Zi =Z2%-—l=1=e 


aTa 


nī 


lL— 


e Pourn2>0, supposons que Z, =e * et 


;G+Dz 
montrons que Z; =e ^ 
En effet : 
„IT T .T ; 
pe. da4 Lo hotes À 
Ze ete -l)seta7, sexe 


nT 


a 
Ainsi : Y n € IN, Z, =e * 
c) A, M, et M, sontalignés AM, et AM, 


nT 


Z e 
sont colinéaires  —==Z =e * estréel 


0 





T 
& EF keIN &n=4k,keIN&n estun 


multiple de 4. 
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CTl=CJ 


1) a) ae i de D ul 
a r(E) car (CECI) = = [27] 


b) r ot(I)=r,(4)=J (BA=Bjet 


(BŁ B3) =Z {2x} 





c) r, ot est la composée de deux déplacements 


T 
d'angles respectifs 6 et0= Fr, of estun 
T T 
déplacement d'angle F +0= 6 + 2kr 


T 
= r, °t est une rotation d'angle — 
6 


Posons Q le centre de cette rotation 
QT = OJ 


Fr °t()=J = Tic 


CON TT 
07, QJ |= —| 2x 
(2.07) = [27 
Ainsi rg °t = fp 
2) K=t(0) & IÁ = CK 
nof=r >A of C= (OAK) =C 

BK =BC 
3 BK,BC 7 27 

}== [27] 

BK =BG 
à PEN. LEE 

(BC, BK )=-2 [27] 

6 

3) a) IÁ = CK = IAKCestun parallélogramme 
4) >A*C=IxK>0=I*K 


=> S,(4)=C et S,(1)=K 
DIT = DA 
ne TT 
DI, DA| =— |27 
(DI, DA) =% [27] 
si S (D) = D' 
PE =D 


(D'K, DC) = = [27] 


car S, conserve les distances et les mesures des 
angles orientés 
EK = BG 
L 1 T > D'=B 
(BK, BC) = 127] 


> S,(D) =B 
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Ainsi $,(D) =B ; S,(1)=K et S,(4)=C 
b) $,(4) =C et S,(D) = B 


— ABCD est un parallélogramme 
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aeR 
1) (E):z2-(1+ijaxz+ia?=0 


As (A+ia F -4 six ir =Z 447-218" 
[(1 - a] 
=> ô = (1 - iJa est une racine carré de A 
l+i)a-(l—i)a 
Sarn Aja E et z"= 
2 
(1+i)a+ (1-i)a 


2 
2) A(a) et B(ia) 


a) OA = |a| =aetOB= ļia| = |a| =a => OA = 0B 


AB= lia-al = |al x i-a] =ay2 

AB? = 2a? = OA? + OB? > OAB est rectangle en O 
Ainsi le triangle OAB est rectangle et isocèle en O 

On peut aussi dire que B est l'image de A par la 
transformation complexe (F : z > iz) qui est celle 
de la rotation de centre O et d'angle dont une 


TT 
mesure est 2 


b) OACB est un carré = OACB est un 
parallélogramme = OC = OA + OB 


B: 


Aaa T AA e a G 
3) a) OAP est équilatéral direct 


&P=r_ (4) 
(05) 


= f $ 
S ap TET XZ — 2 Par a 


b) AQC est équilatéral direct 


&Q=r AOC) 
(a 3) 


SR 
À 5S 
ammm (az) 
TT a 
+: 
S Zg =e eze tfi- Jez 


&> Zo [£a aie pe 


2 
S Zo [32a rafint) 
2 2 2 2 


22 ` 


= pa a 
217 2 
ð B(0, a); efi a2) sofa) 


D 


& Z (+ = 53,3, +48 pe 
: 2 


1+— 




















a 
BP et BO | 
[2-1] m 
- 2 


ht — a? 3 
dét|\ BP,BO|=-—-2| —-1|=0 =B,Pet 
(55,30) --* É ) + BPetQ 


Fo N | ® 


sont alignés 
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Similitudes planes 


1) Résumé du cours 


1) TRANSFORMATION DU PLAN 
Définition 

On dit qu’une application f du plan dans lui-même est une translation si f est une bijection 
du plan dans lui-même, c’est-à-dire si pour tout point N du plan, il existe un et un seul point M 
du plan tel que f(M)=N. 

Exemple : 

Une translation, une homothétie, une rotation, une réflexion sont des transformations du 
plan. L'application identique ou l'identité, notée id (c’est-à-dire l'application qui à un point M 
associe M lui-même) est une transformation du plan. 

Propriété : 

Soit f une transformation du plan. L'application du plan dans lui même qui à tout point N 

associe l'unique point M tel que f(M)=N est aussi une transformation du plan. Elle est appelée 


transformation réciproque de f est notée f ‘.Ona alors f(M)=N <> M=f"(N) 


Soitfet f des transformations du plan, la composée f of est une transformation du plan. 
(il en est de même pour la composée fof') 
Exemple : 

Une translation de vecteur u est une transformation et sa réciproque est la translation de 
vecteur - u. 
Une rotation de centre O et d'angle a est une transformation et sa réciproque est la rotation 
de centre O et d'angle -a. 
Une homothétie de centre O et de rapport k est une transformation et sa réciproque est 


l'homothétie de centre O et de rapport 


Z2)GENERALITES 
A) DEFINITIONS - PROPRIETES 
Définition 
On appelle similitude du plan toute transformation f du plan conservant les rapports de 
distance. C'est-à-dire une transformation du plan pour laquelle : 
Pour tous points M, N, P,Q ( M#N et P #Q ) dont les images par f sont notées M, N, P,Q, 
MN MN 


Onai-——--=— ., 
PQ PQ 
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Propriété 

Soit f une transformation du plan. 
f est une similitude si et seulement si il existe un réel k strictement positif tel que f multiplie 
les distances par k, c’est-à-dire : pour tous points M et N dont les images par f sont notées M 
et N,ona MN =kMN. On dit que k est le rapport de la similitude f. 
Définition 

Une similitude de rapport 1, c’est-à-dire une transformation qui conserve les distances, est 
appelée isométrie. 
Exemple : 

Les translations, les rotations, les symétries, et leurs composées sont des isométries 
L'identité est une isométrie. 
, ce n’est pas en général une 





Une homothétie de rapport k est une similitude de rapport|k 


isométrie. 
B) RECIPROQUE - COMPOSEE 


Si f est une similitude de rapport k, alors sa réciproque est une similitude de ES 


Si f est une similitude de rapport k et f une similitude de rapport k, alors les composées 


fofet f of sont des similitudes de rapport kk . 
C) Dans le plan complexe 
Æ Une application du plan dans lui-même ayant pour écriture complexe z =az+b ou 


z =az +b avec ae C*,b eC est une similitude de rapport k =|al|. 


Une similitude conserves les angles géométriques 
Une similitude transforme un triangle en un triangle semblable. 
Soit À, B et C trois points non alignés. Si f est une similitude telle que f(A)=A, f(B)=B, 
f(C)=C , alors f est l'application identique. 

% Une similitude qui admet trois points fixes non alignés est l'application identique. 

% Soit À et B deux points distincts, si f est une similitude telle que f(A) =A et f(B) = B, alors 

f est l'application identique ou f est la symétrie axiale d'axe(AB). 
3)SIMILITUDES DIRECTES 
À) DEFINITION ET ECRITURE COMPLEXE 
Définition 
On appelle similitude directe toute similitude conservant les angles orientés. 

La propriété suivante découle de ce qu’on a vu précédemment. 
Une application du plan dans lui-même est une similitude directe si et seulement si son 
écriture complexe est de la forme z =az+b avecaeC",beC le rapport de la similitude est 


% + % 


alors k= la| : 


Exemples : 
L'identité, les translations, les rotations, les homothéties sont des similitudes directes. 
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Les symétries axiales sont des similitudes non directes (similitudes inverses). 
B) ANGLE D'UNE SIMILITUDE DIRECTE 
Soit f une similitude directe. Il existe un réel 0 tel que, pour tous points distincts M et N 


du plan, (MN, f(M)f(N))=0[2x|. 
Si fa pour écriture complexe z =az+b Aveca eC*,beC ,alors 0=arg(a)|2x|. 


On dit que 9 est l’angle de la similitude directe. 
% Les translations et les homothéties de rapports positifs ont pour angle 8=0 x [2r] i 


% Les homothéties de rapports négatifs ont pour angle 6=x|[2r|. 
Æ Une rotation d'angle 6 a pour angle 6[2x|. 


% Sifest une similitude directe de rapport k et d'angle 9, alors f * est une similitude 
directe de rapport k` -7 et d'angle -6. 


- Sifetf sont deux similitudes directes de rapports respectifs k et k’ et d'angles respectifs 6 
et 0’, alors la composée f ʻo f est une similitude directe de rapport kk’ et d'angle 9+0’. (il en est 
de même pour la composée fof). 
Remarque : la conservation des angles orientés par une similitude directe et la transformation 
d’un angle orienté en son opposé par une similitude indirecte font que : 

Æ La composée d’une similitude directe et d’une similitude indirecte est une similitude 

indirecte. 
# La composée de deux similitudes indirectes est une similitude directe. 
C) CENTRE D'UNE SIMILITUDE DIRECTE 

Une similitude directe qui n’est pas une translation a un point invariant unique. Ce point 
est appelé centre de la similitude. 
Remarque : Une similitude directe ayant au moins deux points invariants est nécessairement 
l'application identique. 

D) FORME REDUITE 

Soit f une similitude directe qui n’est pas une translation, l'unique point invariant de f, k le 
rapport de f et 8 l'angle de f. 
f est la composée de lhomothétie h (Q ;k) de centre Q et de rapport k et de la rotation r(Q ;6) 
de centre Q et d'angle 8. 
Ces deux applications commutent, on peut écrire : 
f=h (Q; k) Or (Q;0)=r(0;0)0h(0;k) 
Cette décomposition est appelée forme réduite de la similitude directe f. 
Définition 
Une similitude directe f qui n’est pas une translation est déterminée par la donnée de son 
centre Q, de son rapport k et de son angle 6. 
On note : f=s(Q ;k ;0) ( k est un réel strictement positif et 0 réel). 
Cas particuliers : 
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Si k= 1, la similitude f est une rotation. f=s(Q ;1 ;0)=r(Q ;9). 
Si @=0 [2x], la similitude f est une homothétie de rapport k. f=s(Q ;k ;0)=h(Q ;k) 
Si 0=7T [27] , la similitude f est une homothétie de rapport k. 
f= s(Q ;k;n)=h(0;-k). 
E) DONNEE D'UNE SIMILITUDE PAR DEUX POINTS ET LEURS IMAGES 
Soit A, B, A’, B’ quatre points du plan tels que AZB et A'#B. 
Il existe une unique similitude directe f transformant À en A’ et B en B’. 
Remarque : 
Lorsqu'un triangle A’B’C’ est l’image par une similitude directe d'un triangle ABC, on dit que 
ABC et A’B’C’ sont directement semblables. 
F) DECOMPOSITION D'UNE SIMILITUDE INDIRECTE 
Soit f une similitude indirecte, on peut écrire f sous la forme f=ges, où s est une 
symétrie axiale et g une similitude directe. 
On peut écrire f aussi sous la forme : f =s'og', où s’ est une symétrie axiale et g' une 
similitude directe. 
Propriétés géométriques des similitudes planes 
Soit f une similitude plane. A,B,C,D sont quatre points et on note A’=f(A), B’=f(B), C'=f(C), 
D’=f(D). 





DSL A'B' AB 
% f conserve les rapports de distances, c'est-à-dire que si A+B et C+D, on a T 
Æ fconserve les angles géométriques. 
% SiA, B, etC sont deux distincts, on a A'B'C' = ABC. 
Æ fconserve l'alignement, si A, B et C sont alignés alors A’, B’ et C’ sont alignés. 
Æ ftransforme une droite en une droite, 
% si A et B sont distincts, A’ et B’ sont distincts et la droite (A’B’) est l’image par f de la 
droite (AB). 
% ftransforme un segment en un segment, 
Æ si A et B sont distincts, A’ et B’ sont distincts et le segment |A'B'] est l'image par f du 


segment [AB] 

% f conserve le parallélisme et l’orthogonalité, 

Æ si (AB) et (CD) sont deux droites parallèles, alors (A’B’) et (C’D’) sont deux droites 
parallèles. 

Æ si (AB) et (CD) sont deux droites parallèles, alors (A’B’) et (C'D’) sont deux droites 
parallèles. 

Æ si (AB) et (CD) sont deux droites perpendiculaire, alors (A’B’) et (C'D’) sont deux 
droites perpendiculaires. 

% f conserve le barycentre, 

% si Gest le barycentre de (M1 :a1) ; (M2:a2) ; .... ; (Mn :an) 
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% (ai+ a2+...+an#0), alors son image Q’ est le barycentre des images affectées des mêmes 
coefficients :(M'1 :a1) ; (M'2 :a2) ; …. ; (M'n:an) 
f conserve le milieu, si C est le milieu de [ AB] alors C’ est le milieu de[4'B'|. 


% 


Æ ftransforme un triangle en un triangle semblable, 
% si A,B et C sont deux à deux distincts, alors A’, B’ et C’ sont deux distincts et les 
triangles A’B’C' et ABC sont semblables. 
Æ si f est similitude directe, on dira que triangles sont directement semblables, si f est 
une similitude inverse, on dira que les triangles sont inversement semblables) 
Æ ftransforme un cercle en un cercle, l’image par f du cercle de centre A et de rayon r est 
le cercle de centre A’ et de rayon kr (où k est le rapport de la similitude f) 
Similitudes indirectes : 
On appelle similitude indirecte la composée d’une homothétie et d'un antidéplacement 
Forme réduite : 
Théorème 1 : 
Soit À une droite et A un point de A, k E IR, Si h est l'homothétie de centre A et de rapport 
kalors S,ch=hosS, 
Théorème 2 : | 
Toute similitude indirecte du rapport k et de centre A se décompose d’une manière 
unique en composée commutatif d'une homothétie de centre A et d'une symétrie orthogonale 
d'axe À passant par A. 
Théorème 3 : 
L'axe (A) de la similitude indirect du centre A et de rapport k Z1 est l'ensemble des points M 
d'image M’ tel que AM'=kAM 
Expression complexe d’une similitude indirecte : 
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct (O,u,v) 


f: P —> P, M(z) + M'(7') est une similitude indirecte si et seulement si il existe deux nombres 
complexes aeC* et beC tel que z'=az+b dans ce cas le rapport k = lal Si k = lal + 1 alors 
ab+b 
le centre Q a pour affixe z, = 1-a} 
—|a 


Savoirs faire : 
. Démontrer que f multiplie toutes les distances par un 
même nombre K. 

… démontrer qu’une . Ecrire f sous la forme d’une composée de translations, 

transformation f est une rotations, homothéties, symétries axiales. 

similitude . Etablir que l'écriture complexe de f dans un repère 
orthonormé direct du plan est de la forme : z’ = az + b ou 


bien z’ = a z+ b avec a dans C - {0] et b dans C. 
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A'B' 






. Si A et B sont deux points distincts alors k = 

















. Si f a pour écriture complexe z’ = az + b ou 






… déterminer le rapport k 
d'une similitude 
f:Me M’ 


Zz =a Z+ b dans un repère orthonormal direct, alors k = la| i 


. Si f est la composée de deux similitudes de rapports kı et 
kz, alors k = kı x k2. 

. Si f est la réciproque d'une similitude de rapport kK’, alors k 
i 4 
are 
On peut établir que f est une similitude distincte de l'identité 
qui admet au moins deux points fixes. 

La droite passant par ces deux points fixes est l'axe de la 
symétrie. 

. Démontrer que f est une similitude qui conserve les angles 
orientés. 

. Ecrire f comme la composée de similitudes directes (en 
particulier : translations, rotations, homothéties) 

. Ecrire f sous la forme d'une composée de deux similitudes 
directes. 

. Etablir que l'écriture complexe de f estz’ = az + b avec a 
dans C - {0} et b dans C. 


.Si A et B sont 2 points distincts alors0=( :; A'B') 

. Si f a pour écriture complexe z’ = az + b, alors 

0 = arg(a) modulo 2x. 

. Si f est la composée de 2 similitudes directes d'angles 94 et |! 
02 alors 0 = 0: + 02 modulo 27. 

. Si f est la réciproque d’une similitude d'angle 0’ alors 60 =- | 













5 | 
… démontrer qu'une 
transformation f est une 


symétrie axiale 






… démontrer qu'une 
transformation f est une 
similitude directe 









… déterminer l'angle O d’une 
similitude directe 
f:M-M 







0’ modulo 2 x. 

. Si A’ et B’ sont les images de 2 points distincts A et B, alors 
tout triangle ABM a pour image le triangle A’B'M' 
directement semblable au triangle ABM. 

. Si f est la similitude directe de centre Q, de rapport k et 
d'angle 9, alors M'est le point tel que : 
QM'=kQMet( OM ; QM')= 0 modulo 27. 

. Soit avec le centre, le rapport et l'angle si f n’est pas une 
translation. 

. Soit avec 2 points A et B et leurs images A’ et B’. 

. Soit avec un point A et son image A', le rapport de f et 
l'angle de f. 





… construire l’image M’ d’un 
point M par une similitude 
directe f 






… définir une similitude directe 
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Qelques idées à retenir : 
CD 
A'B' 





: huh GP 
1) Transformations qui conservent les rapports distances et les angles oriantés An 


et (AB,CD)=(A"B",C'D') 
2) Une similitude possède un rapport k>0, et une similitude multiplie les distances par K: 


AB=KAB: k= ja 
AB 





3) Une similitude directe possède un angle 6 (une similitude indirecte n’en possède pas), une 
similitude directe fait tourner les vecteurs de 9, (AB,A'B') = 

4) Une similitude directe peut possèder un point Q : unique point invariant (sinon c’est 
l'identité ou une translation) 

QM'=kOM(OM,QM')=0. 

5) Une similitude directe admet une forme réduite : homothetie (Q;k ) o rotation (Q:6)ou 


translation ou identité. 
b 


iy 

Autre forme équivalente lorsqu'il existe un centre : Z'—@= ke” (z-o) , ce qui revient à dire : 
a=ke" et b=@(1-ke” ) 

7) Savoir reconnaitre les cas particuliers de similitude directe (homothétie, rotation, 
translation) d’après les valeurs de k et 9. 





6) Formule complexe z'=az+b avec az0 ; k=|a|, 0=arg(a), © = 


Attention au sens du mot « rapport » quand on l’applique à une homothétie. Si QM'=-2OM, 
le rapport d'homothétie est -2 alors que le rapport de similitude est 2. 
8) Compossée de deux similitudes directes : les rapports se multiplient, les angles s'ajoutent. 


ni T T nn r 
Cas particulier : si a pour 7 ou T alors S o S est une homothétie (et peut être dans 


certains cas une symétrie centrale). 

9) Connaître les principales façons de déterminer une similitude directe : 

- par son centre, son rapport et son rapport et son angle (forme réduite) 

- par deux points distincts A,B et leurs transformés distincts A’,B’. Connaître ce théorème et sa 
démonstration. Quand on l'utilise, ne pas oublier de dire : « car A+B et A’#PB’ ». Le rapport est 


r T 





et l'angle est ( AB,A'B') . Mais le théorème ne dit pas comment trouver le centre. 


10) Connaitre la classification des similitudes d’après le nombre de leurs points fixes (avec la 
démonstration dans le cas « au moins deux points fixes »). Cette classification permet parfois 
de répondre aux questions du type : « déterminer la nature de la similitude » 
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11) Savoir calculer les points fixes d’une similitude indirecte sous la forme z'=azZ +bIl faut 
s'attendre à un des trois cas suivants : aucune solution, une seule solution, une droite entière 
de solutions. 

Exemple : résoudre z={1+2i)z +2.Une seule solution z=—-1—1. 

Exemple ; résoudre Zz=-iz +2+2i. Une droite de solutions: y=-x+2. 

Exemple : résoudre z =Z +1. Aucune solution. 

12) savoir calculer sos si s est une similitude indirecte : on obtient une similitude directe, et 
plus précisement une homothétie ou une translation ou l'identité, Essayer avec les exemples 
précédents. 

13) Attention : une similitude indirecte n’a pas d'angle. 

14) Savoir trouver la formule complexe d’une symétrie dont l’axe est (AB). On peut écrire 
qu’on connait deux points invariants (A et B) ou bien on peut exprimer l'égalité des longueurs 


et les propriétés des angles : AM'=AM et (AB,AM') = -(AB,AM) 


Soit A(1+i) et B(2i). La symétrie d’axe (AB) a pour formule z'=-iz +2+21i. 

15) Connaître les images des figures usuelles par une similitude (2 page 106) et les propriétés 
de conservation (1 page 106, 2 page 110) 

16. Réflexe : chaque fois qu’une figure comporte un triangle d’une forme connue (angles et 
rapports des côtés) alors on peut la traduire par une similitude directe. 

Exemples : triangle rectangle isocèle, triangle «équilatéral , demi-triangle équilatéral. 
Attention au sens des angles orientés. Si ABC est rectangle isocèle en A, direct, alors 
c—-a=i(b-a). 


II) Exercices 


\/ QCM ; FAUX OU VRAI 


z'=i.z+1 estl'écriture Similitude 
translation rotation ppi 
complexe d'une: indirecte 


L'écriture complexe de la 
translation de vecteur 
d’affixe1+ iest: 


A) Choisir la bonne réponse 






























z =(1+i)z+1 z'=iz+1+i 














La rotation 














une similitude 
directe de centre 
Q(-1) 


une similitude 
directe de 
centre Q( i) 


La similitude d'écriture 


complexe z'=(1+i)z+i, d'angle + et de 





est celle de: 





centre Q(-1) 
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L'écriture complexe de la 
similitude directe de 
centre 


4 '-3iz i z'=3i.z+1+i z'=3iz -2i +4 
Q(1+i) de rapport 3 et A ren dé 
d'angle - est: 
La réflexion d’axe (AB) 
avec x TU 
5 z'=(1+i).z-1 z'=(1+i)z-i 


Z,=1+ietz,=1,a pour 

écriture complexe: 

La forme réduite de la 

6 |similitude de la 4ème 
question est: 
OAB est un triangle isocèle 
rectangle direct en A, où O 
est l'origine du repère. La 

7 |similitude directe de k=1eta=7r/2 

centre O qui transforme A 

en B a pour rapport k et 


k=1/N2 et a =- 
T/4 


angle qa 

L'écriture complexe de la 

composée de l’homothétie 
8 |de centre O et de rapport - 

2 suivie de la translation 

de vecteur d’affixe 3i est: 





B) Pour chacune des questions suivantes, une seule des réponses est exacte. 
Indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant à la réponse choisie. 
Aucune justification n’est demandée 


Le plan complexe est menu d’un repère orthonormé (O,i,j) 


T 


1) La transformation complexe de f est z'=-2e4z+1+i alors f est une similitude directe 
d'angle : 


T T 3T 
a) -— b) — c) — d) — 
2) La transformation complexe de f z'=az +b avec az0 et al #1 alors f est une similitude 


indirecte de centre d’affixe 
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ba +b b ab +b ab +b E C 
0 1-lļaļ? 5 1-|al a 


sa aa A Fe ES A ter sir 
-a 1-laļ? 
3) la transformation complexe de festm Z=1Z +1 alors f est une : 
a)Rotation d'angle 5 b) symétrie glissante Fe 
c) symétrie orthogonale d) translation A B 
\2/ APPLIQUER 


ABCD est un carré direct de centre O. 
Déterminer l'angle et le rapport des similitudes directes s : 
de centre A telle que s(0) = D 


\3/ APPLIQUER 
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation qui, à tout point M 


d’affixe z associe le point M’ d'affixe z’ tel que : z’ = 5z +3-i 


W APPLIQUER 


ABC est un triangle rectangle isocèle en A tel que ( AB ; AC)= 


N | a 


D est le symétrique de A par rapport à B. 

1) a) Justifier qu’il existe une unique similitude directe s telle que s(D) = B et s(B) = C. 
b) donner le rapport et l'angle de s 

2) On se place dans le repère orthogonal direct (A ; AB; AC je 
a) Donner les affixes des points B, C et D 
b) Déterminer alors l'écriture complexe de s 


APPLIQUER 
Dans le plan complexe, s est la similitude indirecte d'écriture complexe : 
z =-5iz+1+i. 
1) a) Déterminer l’affixe de l’image A’ par s du point A d'affixe 3 + i. 
b) Déterminer l’affixe de l’image B’ par s du point B d’affixe - i. 
2) En déduire le rapport de cette similitude. 


S’ENTRAINER 
On considère, dans le plan complexe, les points A et B d'affixes respectives 3i et 6. 
Partie À 
1) Montrer qu'il existe une unique similitude directe f et une unique similitude indirecte g qui 
transforme A en O et O, en B. 
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2) Déterminer l'écriture complexe de f. 

3) Préciser les éléments caractéristiques de f. 

Partie B 

1) a) Montrer que l'écriture complexe de g est z'=—2iz +6 
b) Déterminer l’affixe du centre Q' de g. 

2) a) Déterminer l’affixe du point A’ image du A par l’homothétie de centre Q' et de rapport 2. 
b) Préciser les éléments caractéristiques de g. 


V S’ENTRAINER 


On se propose de caractériser la similitude indirecte f d'écriture complexe 
z'=iV2z ++2iN2 -2 
Partie A 
Soit g la similitude directe d'écriture complexe : z'= WIF EAIN 2. 
1) Préciser le rapport, l'angle et l’affixe du centre Q deg. 
2) Déterminer une symétrie orthogonale s tel f=g o s. 
Partie B 
1) Déterminer centre de f. 
2) Soit ( A) la droite ďd’équation y=x+2. 
Montrer que pour tout point M de ( A), le point M’=f(M) appartient à ( A). 
3) On pose h= f o Sa où Sa désigne la symétrie orthogonale d’axe (A). 
a) Montrer que l'écriture complexe de Saest z'=iz —-2+2i. 
b) En déduire que l'écriture complexe de h est z' = V2%+3292-2 
c) Donner la nature de h et préciser ses éléments caractéristiques. 
4) Déduire de ce qui précède le rapport et l’axe de f. 


S’ENTRAINER 


Dans le plan complexe muni du repère orthonormé direct (O,u,v), on considère les points A 


d’affixe 3i et B d'affixe 6 ; unité graphique : 1cm. 

Partie A 

1) Montrer qu'il existe une similitude directe et une seule qui transforme A en O et O en B. 
Préciser ses éléments caractéristiques. 

2) Montrer qu'il existe une similitude indirecte et une seule qui transforme A en O et O en B. 
Partie B 

1) Soit f la transformation du plan dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, associe le point 
M’ d'affixe z'=-2iz +6 où Z désigne le conjugué de z. 

Montrer que f possède un point invariant et un seul . On note K ce point. 


2) Soit h l'homothétie de centre K et de rapport = On pose g=-foh. 
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a) Montrer que g est une isométrie laissant invariant le point K. 
b) identifier g 


V7 SE PERFECTIONNER 


Le triangle ABC étant rectangle en A, on désigne par (C) le cercle de diamètre [AB] et par (C') 
le cercle de diamètre [AC]. 

a) Montrer que le second point d’intersection H de (C) et (C’), autre que A, est le pied sur [BC] 
de la hauteur issue de A. 

b) Préciser l’image du cercle (C) par la similitude directe de centre A qui transforme B en C. 
c) Une droite d passant par H recoupe (C) en P (P + H) et (C') en Q (Q+ H). 

Que dire sur le triangle APQ ? 


NY sr PERFECTIONNER A 


Soit A un point donné du plan orienté ; soit (C) un cercle donné. E 
(son centre sera nommé Í) 

B est un point variable qui décrit le cercle (C). e 
On construit le point D tel que le triangle ABD est rectangle en A 


et (BA ; BD) =>. 


Déterminer et construire le lieu des points D, lorsque B décrit le 
cercle (C). 


NA SE PERFECTIONNER 


Soit ABC un triangle quelconque, d une droite contenant le point Bet A une droite du plan. 
Construire un triangle AEF directement semblable au triangle ABC tel que E appartient à d et 
F appartient à A. 


7 SUR LE CHEMIN DU BAC 


On considère dans la plan P orienté, un triangle A A1 A2 tel que AA2=2AA; et qu'une mesure de 
(AA. , AA, ) soit comprise entre 0 et x. Les cercles (s, )et (6,) passant par A et de centre 


respectifs A1 et A2 se recoupent en B. 
1) On désigne par SA la similitude directe de centre A transformant (c, }en (s,) Soit M un 


point de (ç, ) et M’ son image par Sa 








a) Justifier la relation : AAA) = (AA AM ]2r 
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b) Démontrer que les points M,B et M’ sont alignés. 
2) a) On désigne par o, a pour axe la médiatrice du segment | A,K | où K est le milieu du 


segment| 44, |. 


b) Soit l'application f=o,c°$,".Déterminer la nature de f et la caractériser 
géométriquement. En déduire que les images par Sa et ©, de tout point M du plan sont 


symétriques par rapport à la droite (AA) 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct (0, i, j ) (unité graphique : 1 cm). 
T , T 
On note r la rotation de centre O et d'angle à et rz la rotation de centre O et d anges 


Partie A 

1) Résoudre dans Z x Z l'équation (E) : 3y =5(15-x). 

2) Soit I le point d'affixe 1. 

On considère un point A mobile sur le cercle trigonométrique Ë de centre O. 

Sa position initiale est I. 

On appelle d la distance, exprimée en centimètres, qu'a parcourue le point A sur le cercle C 


après avoir subi p rotations r1 et q rotations rz (p et q étant des entiers naturels). 
On convient que lorsque A subit la rotation rı (respectivement r2), il parcourt une distance de 


T T 
à cm (respectivement 5 cm). 


Déterminer toutes les valeurs possibles de p et q pour lesquelles le point A a parcouru 
exactement deux fois et demie la circonférence du cercle & à partir de I. 

Partie B 

On note hı l'homothétie de centre O et de rapport 4 et h2 ’homothétie de centre O et de 
rapport -6. On pose s, =r, oh et s, =r, oh, . 

1) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s1 et s2. 

2) On pose : 

Sn =5,°5,..0s, (composée de m fois s1, m étant un entier naturel non nul ). 

S',=S,°5,.05s, (composée de n fois s2, n étant un entier naturel non nul et f =S" °S, . 


Justifier que f est la similitude directe de centre O, de rapport 2°”*" x3” et d'angle ma + ne 
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D; 
NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit ABCD un carré de centre O tel que ( AB,AD)==> [2x] On note I milieu de [AB] et] 


milieu de [AD] 
1) Soit S la similitude directe telle que S(D)=0 et S(C)=I 


a) Déterminer le rapport et une mesure de l'angle de S 
b) Soit Q le centre de S. Trouver une construction géométrique de Q 
c) Préciser les images respectives des droites (BD) et (BC) par S 
d) Déterminer alors S(B) et S(A) 
e)Montrer que Q est le barycentre des points pondérés (B,1) et (J,4) 
2) Soit o la similitude indirecte telle que o(D)=0 et o(C)=I 
oS puis déterminer o{B) 


a)Vérifier que © = Sor) 


b) Donner alors la forme réduite de © 


3) Soit R la rotation de centre O et d'angle : et h=R°S 


a) Préciser h(B) puis caractériser h 
b) On note Q' le milieu de [OB]. Montrer que le triangle OQQ' est rectangle 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session de contrôle 2012) 


On considère dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (4B, AD) = 5 21 


On note I, J et K les milieux respectifs des segments [AB],[CD] et [AD] 
Soit S la similitude directe qui transforme A en O et B en] 


i 
1) montrer que S est de rapport 5 et d'angle z 


2) a) déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S 
b) en déduire S(C) 
3) a) déterminer l’image du carré ABCD par S 
b) en déduire que S(D)= K 
a) soit Q le centre de S. monter que Q est le barycentre des points pondérés (C,1) et (K,4) 
b) soit E le milieu du segment [OD]. Monter que S, S (A)=E 


c) construire Q 
4) montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes 
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V QCM ; FAUX OU VRAI 
A 


z'=i.z +1 est 
l'écriture 






Similitude 
indirecte 









































complexe d'une: 
L'écriture 
complexe de la 


2 | translation de 
vecteur d'affixe1+ 
i est: 
La similitude 


d'écriture une 
3 | complexe similitude 
z'={(1+i)z+i, directe de 
centre Q(-1) 


est celle de: 
L'écriture 
complexe de la 
similitude directe 
de centre LA À 
4 | Q(1+i) de rapport z'=3iz-2i+4 


T 
3 et d'angle — 
2 





est: 


La réflexion d’axe 
(AB) avec 
z =1+i 
G) 
etz =1 
B 
a pour écriture 


vI 


La forme réduite 
de la similitude de 
la 4ème question 
est: 

OAB est un 
triangle isocèle 
rectangle direct en 
À, où O est 
l'origine du 
repère. La 
similitude directe 
de centre O qui 
transforme A en B 
a pour rapport k 
et angle a 
L'écriture 
complexe de la 
composée de 
l'homothétie de 
centre O et de 
rapport -2 suivie 
de la translation 
de vecteur d'affixe 
3i est: 


B) 

1) c) 

2) 

3) 

D'après la figure, on a : 

(40 ; AD) = T d’où langle de s vaut T. 
4 4 



















AD AD : À a 
AO 1c 2 
2 


d'où le rapport vaut V2 
de centre C telle que s(B) = D. 
D’après la figure, on a : 


AH APEA TT 
(CB $ CD) ik d’où l’angle de s vaut - 7. 
2 


CD -1 d'où le rapport vaut 1. (s est une isométrie, 


CB 


TT 
c’est la rotation de centre C et d'angle -—) 


V7 APPLIQUER 


Comme l'écriture complexe de s est de la forme: 
zZ = a z + b, on en déduit que s est une similitude 
directe. 


Le rapport de s est égale à y -1 
A 2 


i 
L'angle de s est égal à : arg (5) =0 





Il reste à déterminer le centre de s qui est son 
unique point fixe Q d'affixe œ. 


On doit avoir: œ = L@ +3-i d'où 57 = 3 -;i 
2 

d'où œ =6-21i. 

Donc le centre de s est le point Q d’affixe 6 - 2i. 

,_ 1+i3 

z= Def 


Comme l'écriture complexe de s est de la forme : z’ = 
a Z + b, on en déduit que s est une similitude directe. 


T 


L. 


Le rapport de s est égale à 


-JEP 3 e, 
SE 


L'angle de s est égalà :arg( +i3). 


RE —— 
2 2 





Si on note À cet argument, alors on a: 


——%@, Corrigé 


Il reste à déterminer le centre de s qui est son 
unique point fixe Q d'affixe ©. 
On doit avoir : 


_1tiV3 o ypa D e 

















@ -1 d’où 
LS Œ = -1 d'où 7 
2 
0 = =1 — —2 = 
— 3 1-43 A B 


-2(1+i43) _ -2-2iv3_ 1 3 


(A-a) Pad 22 
B 


Donc le centre de s est le point Q d'affixe = ASS 


2 
V7 APPLIQUER 
C 





1) a) Comme DZB et BZC, il existe une unique 
similitude directe s telle que s(D)= B et s(B) =C. 
b) Si on note k le rapport de s alors on a: 


k= BC - BC - PERTE we 
DB BA cos45° ./2 
Si on note 0 l'angle de s alors on a : 6 = (DB ; BC) = 


(Ares 
| 4 


2) a) Zz=1,Zc=ietzn=2. 
b) L'écriture complexe de s est de la forme: 

Z'=az+b. 
On sait que s(D) = B et s(B) = C d’où le système: 

1=2a+b 

i=a+b 
Par soustraction des deux égalités, on trouve : 
1-i=a. 
Par substitution dans la seconde équation on 
obtient : i = 1 -i+ b d'où b = - 1 + 2i. 
Donc l'écriture complexe de s est: 
z'=(1-;i)z- 1 + 2i. 
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V7 APPLIQUER 


1) a) z= 5i(3+i) + 1 +i= - 5i(3 -i) + 1 +i 
=-15i-5+1+ji-=-4-14i 

b) Zz=-5i(—-1)+1+i=-5i(i)+1+i=54+1+i 
= 6+i. 
2) Sion note k le rapport de cette similitude alors k 
h A'B’ _ [Zy -Zy F 10+15i] 


AB |z,-z,| |-3-2i 
D'où k = BC2+35)| _ |5/x|2+ 34 
3-21 |-3-2i 


= 5x42 +3 se 
WITH 


F ONR 


Partie A 
1) On a: A#0, OB=|z,|=|6| et OA=|z,|=|3i] =3 
donc OB =2A0. 


Ainsi, il existe une unique similitude directe f et une 
unique similitude indirecte g qui transforme A en 0 
et O en B. 

2) l'écriture complexe de fest du type Z'=az + b 
avec a et b deux nombres complexes. 
f(0)=B&ax0+b=z,<e b=6et 


f(A)=0S axz, +b=0Sa=a=2i 
i 
Par suite, l'écriture complexe de f est z'=2iz +6. 


3. On sait que le rapport de f est 2il =A et qu'une 


mesure de l’angle de f est un argument de 2i d'où T 
2 


est une mesure de l'angle de f. 


Le centre de f est le point Q  d'affixe 
D . 6 eia . 6,42. 

le (1i Nt 5 6 
Partie B : 

1) a) L'écriture complexe de g est du type 
z'=aZ+b, où a et b sont deux nombres 
complexes. 

g(0)=B&ax0+b=7,b=6 
Et g(A)J=0S&axz,+b=0 

< -3ia+6=0< a=—21. 
Par suite, l'écriture complexe de g est 
z'=—2iz +6. 
b) Posons z=x+iy, où x et y sont réels. 
z'=z<—-2iz +6=Z 
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< -—2i(x+iy)+6=x+iy 
&(x+2y-6)+i(2x+y)=0 
Xx+2y-6=0 —3x—-6=0 X=—2 
—> ams aen 
2x+y=0 y=-2x y=4 


Donc le centre de g est le point ('d'affixe -2+4i. 
2) a) A’ est l’image de A par l'homothétie de centre 


Q' et de rapport 2 équivaut à dire 

N'A'=20'ASz,-z,=2(2,-2,) 
2,=6i-(-2+4i) 

b) g est une similitude indirecte de centre Q' 

d’affixe -2+4i et de rapport |-2i | =A. 

L'axe ( A ) de g est l’ensemble des points M d'image 

M’ par g tels que Q'M'=20'M. 

Posons Z=X+Iy et Zz'=Xx"+iy" oùxy,x'ety 

sont réels : 

z'-(-2+4i)=2[z-(-2+4i)| 

<> —2iz +6-(-2+4i)=2z+4-8i 

< —2iz +8—4i=2z + 4-—8i 

2z+2iz-4-4i=0<z+iz -2-2i=0 

(x+iy)+i(x-iy)-2—2i 

x+y-2+i(x+y-2)]=0Sx+y-2=0 

Ainsi une équation de (A) estx+y—2=0. 


\67 S’ENTRAINER 


Partie A 
Soit g la similitude directe d'écriture complexe : 


z'=i2/2z+2iV2 -2. 
1) Le rapport degest V2 = 2] . 


L'angle de g est un argument de i2 et comme 
3 T TT 
arg(iV2) = [2x] alors g est d'angle 7 


Le centre de gœ est le point daffixe 

e RERNA ROAN 0 
* a-i — 1-2 

2) Remarquons que : 

z'=iN2r 4 022i 2z] F222 

donc, ona: M(z)=> M,(Z)= M'(z) 

et par suite s est la symétrie orthogonale dď’axe 

(O, u) telle que f=g o s. 

Partie B : 

1) Posons Z = X + Íy , où x et y sont réels. 





z'=z& iN27+2iV2-2=z 
SiV2x+V2y+2iV2-2=x+iy 
near Se 


ner ter 580 
A His 


Donc Q (-2) est le centre de f. 
2) M(2) appartient à la droite 


A:y=x+2&z-=x+i(x+2) ,xest réel. 

Donc l'affixe de M'=f(M) est z'=iV2z+2iV2-2 
= j/2(x-i(x+2))+2iV2 -2 
=(xV2+2V2-2)+i(x\/2 +242) 

En posant Z'=x'+iy" avec x et y réels, on 

obtient : 

Des 2522 
y =x 2 +242 
3) On pose h=f o Sa où SA désigne la symétrie 


orthogonale d’axe (A). 
a) On sait que l'écriture de Sa est du type 


z'=az +D avec a et b sont deux nombres 


ayia donc M'e(A). 


complexes tels que lal =i 


Les points A(-2) et B(2i) son deux points distincts 
de la droite ( A) e donc sont invariants par Sa . il en 
résulte que : 


a(—-2)+b=-2 -2a + b=-2 (2-2i)a=2+2i 
a(2i)+b=2i —2ia+b=2i |b=--2+2a 


EL LS 2a={(1+i)° 
b=-—2+2a b=-2+2a 


Fe = ?i k =i 

— —? 

b=-2+2a b=—2+2i 

Ainsi, l'écriture complexe de S4 est z'=iz —2+2i. 
b) On a: M(z)— == M'(z)—>M"(z") 

avec zZz'=ÍZ—-2+2i et =W A22 
Sial A)r 22-2 
=j/2(iz-2-2i)+2iV2-2=1/2z +N 2-2 

Par suite, l'écriture complexe de h est 
z'=V2z+2V2-2 | 

c) h est l’homothétie de rapport J2 et de centre 
Qf-2]. 

4] fes, =hS TRS: 

Il en résulte que f est donc la composée d'une 
homothétie de rapport V2 et de centre a(-2)et 
d’une symétrie orthogonale d'axe A:y=x#+2 


passant par Q(—2). 





Ma Corrigé 


On en déduit que A: y = X + 2 est l'axe def 


/ S’ENTRAINER 


À d’affixe 3i et B d’affixe 6. 





Partie A 
O=ax3i+b b=6 A 

1. 5 => 2iz +6 
6=ax0+b a = 2i 


TT 
Angle : 2” rapport: 2, point invariant: 


o=2i0+60= (1+2) 


0=ax3i+b 0O=ax—3i+b 
2. > 
6=ax0+b 6=ax0+b 


b=6 TR 
<> SZ =—216 +6, 
a=—2i 
Partie B 
1.z'=-2iz +6 x'+iy' 
X =r2y+6 
RP Nr id 
y =—2x 
On cherche le point invariant : 
X=—2y+6 x=6x+6 Xx=—2 
es < ; 
y=—2X y=—2X y=4 
K a pour affixe -2+4i. 
2.aetb h: z => Z/ zZ +2-—4i 


= S(z+2-4i)©z'=5z-1+2i 


g= f°h:z}> z" =-—2íZ'+6 


1 
--ai(Żz-1-2i]+6=-742142 
2 


il s’agit bien d'une isométrie car le module du 
coefficient de Z est 1; image de K 
—i(—2-4i)+2i+2=-2+4i,0on retrouve bien K. 


ce Z =Z +21 +2 


X =y +42 


y:==-X+42 


si L est  invariant il est tel . que 


X=—y+2 
7 <&x+y-2=0; 
y=-X+2 


ex's" =-(x+9)+214+20] 


s’il est sur (Ov): son abscisse est nulle, soit x=0, ce 


qui donne le point 2i. 
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g. est donc la réflexion d’axe (KL), d'équation x+y- 
2=0. 

d On à f=fohoh =geh donc W est 
l'homothétie de centre K, de rapport2. 

3. Comme h transforme une droite en une droite 
parallèle, il suffit que A soit parallèle à (KL) pour 
que son image le soit également. 

Exercice10 

Comme H est un point du cercle de diamètre [AB], 
on a : (HA) L (HB). 

Comme H est un point du cercle de diamètre [AC], 
on a : (HA) L (HC). 

On en déduit que H est un point de la droite (BC) et 
que (AH) -L (BC) donc H est le pied de la hauteur 
issue de A dans le triangle ABC. 

2) Cette similitude transforme A en A et B en C d'où 
elle transforme [AB] en [AC]. 

On en déduit qu’elle transforme le milieu de [AB] ou 
centre de (C) en le milieu de [AC] ou centre de (C). 
Donc cette similitude transforme le cercle (C) en le 
cercle (C). 





3) La similitude de centre A transforme (C) en (C'), 

les deux cercles se coupent en A et H. 

P est un point de (C), Q est un point de (C’) et les 

point P, H et Q sont alignés donc l’image de P par 

cette similitude est Q (Configuration de 2 cercles 

sécants et similitude directe) 

Comme le triangle ABC est rectangle en A et la 

similitude a pour centre A et transforme B en C, on 

en déduit que l'angle de cette similitude est T ou -T 
2 

(suivant si ABC est direct ou indirect). 

On sait que l’image par la similitude de P est Q donc 

le triangle APQ est rectangle en A. 


— My Corrigé 
ts 





— 





Par construction, on a: (AB; AD) = Z et 
2 
sin? v3 
m ye 
A eL, 

AB 3 1 
COS A 
3 2 


On en déduit que D est l’image de B par la similitude 


directe f de centre A, d'angle T et de rapport y3. 


J SE PERFECTIONNER 


Analyse de l'exercice : 
Figure initiale : 








Figure finale : 





On note f la similitude directe de centre A qui 
transforme B en C. 

Puisque AEF doit être directement semblable à ABC, 
on doit avoir nécessairement 

f(E) = F. 

Or E appartient à la droite d donc F doit appartenir 
à l'image d’ de la droite d par f. 

D'autre part, F appartient à la droite À donc F est 
nécessairement un point d'intersection de d’ et de 
A. 

Résolution de l'exercice : 

Soit d’ l’image de d par la similitude directe f de 
centre A et transformant B en C. 

c'est une droite qui peut être : 

Strictement parallèle à À : dans ce cas l'exercice n’a 
pas de solution. 

Confondue avec À : dans ce cas n'importe quel 
point F de A convient, la droite ^ est 
nécessairement la droite (AC) et A se trouve à 
l'intersection de d et À. Le point E se trouve alors 
sur d et les triangles ABC et AEF forment une 
configuration de Thalès. 

Sécante à A: F est nécessairement le point 
d'intersection de d’et de À. 

Si on note E l'antécédent de F par f, on a : f(E) = F. 

Si on note f -1 la similitude réciproque de f, on a: 
f-1(F) =E. 

F appartient à d’, image de d par f donc E appartient 
à l'image de d’ par f -1 qui est la droite d, ainsi le 
triangle AEF vérifie les conditions imposées. 
Construction des points E et F : 








Pour construire la droite d’, on place un point G sur 
d puis on construit son image H par f en sachant que 
les triangles ABC et AGH sont directement 
semblables (angles égaux 2 à 2). Le droite d’ est la 
droite (CH) 

Le point F est à l'intersection des droites A et d’. 

Le point E est le point de d tel que les triangles ABC 
et AEF sont directement semblables. 


y SE PERFECTIONNER 


1) Similitude direct de centre A S,(G, }=c, ; 
M ec, ; S,(M)=M 
a) Ona S,(6,)=6 


S, (4, )= A, = La similitude directe conserve les 
mesures des angles alors 

S,(M)=M 
S,(A)= A 


—— 


(AAAM)=(4,4AM')2x 





= 027 


BM et BM' sont colinéaires donc M,B,M’ alignés. 
2)a) © Similitude indirect de centre À et 


6,(S)=6 —=6,(A)=A,6,(4,)=A, donc le 


rapport Kde ©, est r = 4% _ 
AA, 


Posons O, = 5, o henz) 


donc 6,(4)=4,S,ch,,,(4)=2A 
SA-k a (AJER 
2 





D 


Car on a k=ĄA*4A: <s AK ETY et par suite A est la 
2 


médiatrice de AK 
B Tg 1° S f est la composée d'une similitude 


direct et d’une similitude indirect donc f est une 
similitude indirect de rapport k=Żx2=1 donc f 


est une antidéplacement et f(A)=A donc f est 
une symétrie orthogonal ď’axe passant par A. 


f(4,)=0°S; (4) 

=06,(4,)=À4, donc f =S i44) 

f =S r44, posons S,(M)=M'=M=S;(M'] 
o,(M)=M">0,(S}(M'))=M" 

o,°S; (M)=M" 

alors f(M')=M”> S;4, (M) =M" 


p SE PERFECTIONNER 


Partie A 

1. 3y =5(15- x ) : comme 5 ne divise pas 3, il doit 
diviser y, donc y=5k ; ceci donne alors: 
i5k=5(15-2)&15-%=3k x =15-3k:; 

2. Comme l'unité est le centimètre, la distance sur le 
cercle lorsque A fait un angle Oest O centimètres 
(définition du radian) Après p fois , il a donc 


parcouru pZ cm et après q fois r2. Il a parcouru 
3 


qZ 

5 

Soit au total d = re a Sg 5p+3 
F MTS dE. 


On a alors d=2,5x2ncm <> (Sp +34 )=5 
& 5p+3q=5x15<3q=5(15-p}).0n 


retombe donc sur l'équation précédente ce qui 
donne aer 

#=1ISR 
Comme p et q doivent être positifs, on a 
15-3k>0<æk<5 et k20 ; ceci donne donc 


les 6 couples. 
Partie B 


TT 
1. sı est la similitude de centre O, d'angle 3” de 


rapport 4, Sz est la similitude de centre O, d'angle 
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T OT 
et ft =—- et de rapport 6 (attention au signe du 
rapport...) 


2. On pose S „ = S} © S4 ° -° S} (composée de m fois 
sı m étant un entier naturel non nul) 
S', =S, °S, °...°S, (composée de n fois s2 n étant 
. si r 
un entier naturel non nul) et f=S"oS,. 
a. Pour Sm on a le rapport 4 répété m fois, donc 


TT 
4™ =2™ et pour angle me : pour S'a on a le 
rapport 6 répété n fois, soit 6” =2"x3" e l'angle 


57 
ie d'où un total de 2?" x2" x 3" = 22741 x3" 


K OR 
pour le rapport et a + Ea pour l'angle. 


On a 144=12?=2tx3°, il faudrait 


b. 

2m+n= o m=1 

est donc un angle de 
= 


Le peii StI re [2x] 
3 5 15 15 


Ca colle pour le rapport mais pas pour l'angle 

c Si OM'=240,0M=6, alors le rapport de 
similitude doit être de 40, ce qui est impossible 
puisque 5 n'apparait pas comme diviseur dans le 
rapport. 

Avec OM'=576, 


il faut k= 2 96-2x3 


2m+n=5 m=2 
=> => 

h=1 h=1 
donc l'angle est + on 


5. 15 





NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


a) S(D)=0 et S(C)=I donc 


S de rapport PE LE a o car [=A*B 
DC -AB 2 


S d'angle (DC , Oi}=(DC , DA)[2x] = {2 
b) Q le centre de S donc (05 90) = 12] 
(ac i Qi)=- [27] 





d'où Q est l'intersection des arcs DO et CI des 
cercles de diamètres respectifs [ DO| et [CI] 


Fr ((BD)) est la perpendiculaire à (BD) passant 
par S(D)=0 donc S((BD))=(AC) 

S ((BC )) est la perpendiculaire à (BC ) passant 
par S(C)=1 donc S((8C)) = (AB) 
a) Be(BD)N(BC) 
&s(B)es((BD))NS((BC))=(AC)N(AB)={4) 
ou encore S(B)= A 
ABCD est un carré «S(A)S(B)S(C)S(D) est 
un carré 
 S(A)AIO est un carré or JAIO est un carré 


alors S (A) Spi 
e) SoS est la composée de deux similitudes 
directes donc c’est une similitude direct de rapport 


1,1_1 et d'ange _T_Z__, d'où c'est une 


2 2 4 2 Z 
homothétie de rapport _1 et de centre Q 
4 


Car #1 et SoS(Q)=S(Q)=Q 
Ainsi À; (B)=S°5(8)-5(4)-J 


& 0j --2 08 > 06 +40) -ő 

&< ( est le barycentre des points pondérés 
(B,1)et (J,4) 

24) S (on °° est la composée d'une similitude 


direct et d’une similitude indirect donc c'est une 
similitude indirecte 


S (or) °S(D) = S (or) (0) =0= o(D) 
Sone S(C)=Son(1)=1=0(C) 
Donc o=S o° S(B)=Son(4)=B 
b) © est une similitude indirecte de rapport 


Di A et o(B)=B donc © de centre B 
2 


DC 
S(D)=0 donc S d'axe (OD), la droite qui porte la 


bissectrice intérieure de l'angle nul (BD ; BO) 





———#, Corrigé 


=h 9... AS 
1 1 OD 
Lun I o 
3)a) h(B)=RoS(B)=R(A)=B 
h est la composée de deux similitudes directes donc 
c'est une similitude direct de rapport 
1,1-1 et d'angle 4 S0 d'où cest une 
Ze A2 


h 


eo (3) 


D'où o=S 


1 
homothétie de rapport 5 £T 


Or h(B) = B donchdecentreB h= iC 


= 
u | | 


bD Q'=O*B eB = BOSh) 
&RoS(Q)=Q'SR(Q)=0Q 
0Q =0Q 
7 |(05: 00°)=2 [27] 


D'où OQQ’ est un triangle rectangle et isocèle en O 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 
1) S(A)=0etS(B)=] 


Soit k le rapport de S et 6 une mesure de son angle 


RUE it 


AB AB 2 
e=(26,05)[2r]= (26, 45)[2r] 


car Qi = AD 0=7[2r] 
2 2 





2) a) S((BC)) est la droite perpendiculaire à (BC) 
passant par S(B) = J = S((BC)) = (CD) 


de même S((AC)) = (BD) 

b) Ce (BC) A (AC) = S(C) e (CD) N (BD) 

= S(C) =D 

3) a) L'image du carré ABCD par S est le carré 

OJDD' où D’ = S(D) or OJDK est un carré 

= S(ABDC) = OJDK 

b) D'=S(D)=K 

c) Soit ( le centre de S = Sos- 

orme à 
per) {a 


OrSoS(C)=K— 


h (Ci=E 
a 
=s QA = Iag 
4 


=> 40K +QC =0 
=> Q est le barycentre des points pondérés (C, 1) et 
(K, 4) 
d) Soit E le milieu de [OD] 
S o S (A) = S(0) = E car 


JE = lop = 1 Bo 
2 2 


(BO, JE) = (B0,CO)[27] = ~ [2z] 


(4) = Ë >Qe(AE)or Qe (CK) = 
4 
Q € (AE) A (CK) 


e) Ma1) 


4) Q e (CK) = S(Q) =Q e S((CK)) = (DI) 


NB : S((CK)) est la perpendiculaire à (CK) passant 
par S(C) = D 
3) 


Ory A(C)=D etr 
(03) G 
=> (DI) L (CK) = S((CK)) = (DI) 
Ainsi Q e (AE) A (CK) œa (DD = les droites 
(AE), (CK) et (DI) sont concourantes en Q 


Œ)=1 
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Coniques 

I) Résumé du cours s 7 

1) La parabole nea a F o 7 
Définition F 
Etant donnés une droite D et un point F Pi 
n'appartenant pas à D, Fa 
On appelle parabole de foyer F et de directrice D À 
l'ensemble des points M du plan tels que MF = MH Fi 
où H= p} (M) ou bien MF = d(M, D). Fj 
On note P{r,n) = {M € P / MF = d(M, D)}. MN a PRE 
Vocabulaire = Dr ti 
P une parabole de foyer F et de directrice D. 
La perpendiculaire D menée de F est appelée axe enr + 
focal d(F, D) est appelée paramètre de P. 
Théorème 
Toute parabole admet comme axe de symétrie son 
axe focal. 


Toute parabole rencontre son axe focal en un point 
unique S appelé sommet de la parabole 
Le sommet de Pr, n) est le milieu de [FK] où 
K= p). 
* Equation réduite d’une parabole 
Théorème 
P une parabole de sommets, de foyer F, de paramètre p et de 
directrice D. 


On munit le plan à un repère orthonormé (S.i, j)où 


La parabole P a pour équation y? = 2px, D: x=-# et 


(go) 














— M Chapitre N°5 g 





Inversement 
Dans un repère orthonormé (0, Í, j) du plan, H 


l'ensemble des points M(x, y) tels que y* = / 


D Fd 
2px (p > 0) est la parabole de foyer F (2.0); PA 


de directrice D : x = A de paramètre p et de / 


sommet 0. / 
y? = 2px est l'équation réduite de P. r j 

& Deuxième forme Te 
Ra (ij) est un repère orthonormé du plan 


| 

| 

| 

| 

| 

> 

Une courbe (T) ayant pour équation dans R : p | 


(x? = 2ky ; k e IR*) est une parabole, son foyer 


est le point F F4) et sa directrice est la 


droite D : y = -> 


Le point Q est le sommet de cette parabole, la 
droite (2j) est son axe 


Le réel positif p = | k | est son paramètre. 


* Tangente à une parabole 
Théorème 


(S,i,j) est un repère orthonormé du plan. P est une parabole d'équation y* = 2kx; ke IR* 
P admet en chacun de ses points M, (i Yo) une tangente (T) ayant pour équation cartésienne 


dans le même repère: yyy =k(x+x,) 
En particulier : P admet en son sommet S une tangente dont l'équation cartésienne dans le 


même repère est celle de la droite (5,j) , elle est donc parallèle à la directrice D de P. 


& Deuxième forme 


Si la parabole P a pour équation cartésienne dans (Sij) : (x? = 2ky; k e IR*) alors la 
tangente (T) à P en un point M,(x,,y,)de P a pour équation cartésienne dans le même 
repère : x =k(y+y). 

En particulier : 


— M Chapitre N°5 
| 


La tangente à P en son sommet S a pour équation (y = 0), c’est la droite (S.i) parallèle à la 


directrice D : y = B à ka 
2 Sg D | Directrice À 
2) L'hyperbole 1 # 
Définition + À 
Etant donnés une droite D, un point F bn F4 
n'appartenant pas à D et un réel e > 1. 





On appelle hyperbole de foyer F, de directrice D s' Axe focal 
et d’excentricité e, l’ensemble des points M du 


MF 
lan tels que ——=e, où H est le projeté 
p q MH proj 


orthogonal de M sur D. 





On note H{F, D, e) = [mepi iE e, où H= ph: 


e La perpendiculaire à D passant par F est appelée axe focal de l'hyperbole. 
e L'axe focal de H est un axe de symétrie pour H. 
e H rencontre son axe focal en deux points S et S' appelés sommets de H et ils sont les 


barycentres respectifs des points (F, 1); (K, e) et (F, 1) ; (K, -e) où K= p;,(F) 
* Equation réduite d’une hyperbole 


Théorème 
Soit H une hyperbole de foyer F, de directrice D, d’excentricité e et de sommets Sets”. 


On désigne par O le milieu de [SS'], on pose i= OF et on considère un vecteur unitaire j 


directeur de D 
Si S(a, 0) et F(c, 0) dans le repère (oij) alors 


í F x? 2 
l'hyperbole H a pour équation F l, avec 
a 
2 
b2 = c? - q? (i 
Inversement: L'ensemble des points M(x, y) Diy = be mn 
dans un repère orthonormé (0.i,j) du plan tels ð 
~i 3 -2 -41 1 2 3 
2 2 
que pe = 50, -a) 
a D 


(a> 0 etb > 0) est une hyperbole de foyer F(c, 
2 

0), de directrice D: to d'excentricité e = 
C 


Q |Q 
e 
iS 





et de sommets S(a, 0) et S'(-a, 0) avec c = 


ya? +b?. 
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© Deuxième forme 


2 2 B eh 
La courbe H : re =] dans un repère orthonormé (o, kj ) du plan est une hyperbole de 
a 


2 


centre O, de foyer F(0, c), de directrice D : y = E d'excentricité e = ; et de sommets S(0, b) et 
C 


S'(0, -b) avec c = Va? +b? . 
Remarque 

e Toute hyperbole admet un centre de symétrie, qui est le milieu de ses sommets (c'est une 
conique à centre) 

e Toute hyperbole admet deux axes de 

symétrie qui sont l’axe focal et l'axe parallèle 3 
à la directrice passant par le centre appelé 

axe transverse. 

e L'existence d’un centre de symétrie 


à : = D:y = b?/ 
implique l'existence d’une deuxième — = 
directrice D’ et d'un autre foyer F ? 
-3 -2 A 4 2 3 4 
symétriques respectifs de D et F. D':y = -be 


On dit que F est le foyer associé à la directrice 
D et F ’ est le foyer associé à la directrice D’. 


* Tangentes et asymptotes à une 


hyperbole 
Théorème 


F'(0, -c) 


2 2 PAT 
# Soit H: Ta = ] dans un plan muni d’un repère orthonormé (o, PE ) 
a 


LA . b b A * 
H admet deux asymptotes d'équations y =—x et y =-—x dans le même repère 
a a 


VV 


s i ; a r ; 
La tangente à H en un point M, ER M) a pour équation TaT = ] dans le même repère. 
a 


2 2 = = 
æ SiH : i =] dans un plan muni d’un repère orthonormé (o, LJ ) 
a 
27 0 b b A ` 
H admet deux asymptotes d'équations y=—x et y =-—x dans le même repère 
a a 


` . # . XX A ŢȚq 
La tangente à H en un point M, (x,, y, ) a pour équation -—* 4 276 A =] dans le même repère. 
a 


Remarque 
® Si a = b alors H est dite équilatère, ses asymptotes sont perpendiculaires et son excentricité 


paai 


# La tangente au sommet d’une hyperbole est parallèle aux directrices. 





— My Chapitre N°5 





* Equation d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes 
Théorème : 
Toute hyperbole rapportée à ses asymptotes a pour équation XY = k où k est un réel non nul. 
3) L'ellipse 
Définition 
Etant donnés une droite D, un point F 
n'appartenant pas à D et un réel 0 <e < 1. 
On appelle ellipse de foyer F, de directrice D et 
d'excentricité e, l'ensemble des points M du plan 





D : directrice 


tels ere e, où H est le projeté orthogonal 


de M sur D. 
On note Eç, p,e) = PT p 
n note EfF,D,e) MePi-—=e, où H=p,(M) 


e La perpendiculaire à D passant par F est 
appelée axe focal de l’ellipse. 
e L'axe focal de E est un axe de symétrie pour E 
e E rencontre son axe focal en deux points S et S' 
appelés sommets principaux de E et ils sont les 
barycentres respectifs des points 
(F, 1); (Ke)et(F,1);(K,-e)oùK= p;(F) 

* Equation réduite d'une ellipse 
Théorème 
Soit E une ellipse de foyer F, de directrice D, 
d’excentricité e et de sommets principaux S et S’. 
On désigne par O le milieu de [SS'], on pose 


i=—— OF et on considère un vecteur unitaire j 
F 





directeur de D. Si S(a, 0) et F(c, 0) dans le repère (Oii) alors l'ellipse E a pour équation 


x? 2 | 
* 42 =1, avec b? =q? - c? 
at À 


Inversement : L'ensemble des points M(x, y) dans un repère orthonormé (OLJ) du plan tels 


2 2 2 
que pi m a > b > 0) est une ellipse de foyer F(c, 0), de directrice D: Le 
€ 


} . s f C U LI 
d'excentricité e = — et de sommets principaux S(a, 0) et S’(-a, 0) avec c = ya? — b? . 
a 
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& Deuxième forme 
x? y? 
La courbe E: PT =] dans un repère orthonormé 
a 


(0,i,j) du plan avec 0 < a < b est une ellipse de 


2 
centre O, de foyer F(0, c), de directrice D : FM 
C 


j E C he 
d'excentricité e = 7 et de sommets principaux S(0, 


b) et S'(0, -b) avec c = yb? -a° . 

Remarque 

e Toute ellipse admet un centre de symétrie, qui est 
le milieu de ses sommets principaux (c’est une conique à centre) 

e Toute ellipse admet deux axes de symétrie qui sont l'axe focal et l'axe parallèle à la 
directrice passant par le centre. 

e Ce deuxième axe coupe l’ellipse en deux points appelés sommets secondaires. 

e L'existence d’un centre de symétrie implique l'existence d'une deuxième directrice D’ et 
d’un autre foyer F' symétriques respectifs de D et F. 

On dit que F est le foyer associé à la directrice D et F ' est le foyer associé à la directrice D". 


* Tangentes à une ellipse 
Théorème 





2 2 T 
SOitE : ee = ] dans un plan muni d'un repère orthonormé (o, bJ ) a>0etb>0 
a 


= ] dans le même repère. 


y r E 
La tangente à E en un point M, (is Yo) a pour équation ns To 2 
a 


II) Exercices 


NY oou 


Pour chaque question il existe une seule bonne réponse : 






Question 1 
Dans un repère 
orthonormé du plan, on 
considère la parabole (P) 
d'équation : 
y?+6x+15=0, (P)a 


pour paramètre p = 











—Ħy Chapitre N°5 


Question 2 
Le plan complexe est 
rapporté à un repère 
orthonormé direct 
(O,u,v) , l'ensemble des 
points M(z) vérifiant : 


2 —1 
z —4=4-z est: 


Question 3 
Le plan est rapporté à un 
repère orthonormé 


(0, A j) , on considère la 


courbe (C): 
x’ -y° -x-2 = 0. Alors on 
a: 
Question 4 
Soit E une ellipse 
d'équation : AU = 
4 2 
dans un repère 
orthonormé du plan 
alors : 





Une hyperbole 
équilatère de 


foyer F (242,0) et 


de directrice 
associée la droite 


Dex=2. 


Une ellipse de foyers 


F(242,0) et 
F'(-2V2,0). 


(C)estune 


hyperbole de ( C ) est une ellipse de 


centre af o) 


centre af; À o). 


Le point 
F (0, Np est un 
foyer de E. 


Le point A(2, -1) est 
un point de E. 


Sara 


Soit dans un plan rapporté à un repère orthonormé{O,i, j), les paraboles Pı, P2 et P3 


d'équations respectives : 





Une parabole de 
foyer F(42,0) et de 


directrice D : x = _ Ja ; 


(C ) est une parabole 


de sommet af5.0) 


La droite 
A:xV2 +2y-4=0 
est une tangente à E. 





Déterminer les éléments caractéristiques (paramètre, foyer et directrice) de chacune de ces 


paraboles. 
Tracer P4, P2 et P3. 








— B Chapitre N° 5 gF 296 


Soit dans un plan rapporté à un repère orthonormé{O,i, j), la courbe (T) dont une équation 


cartésienne est : 

y? +2y -4x +3 = 0. 

Montrer que (T) est une parabole. Déterminer les coordonnées de son foyer F et donner une 
équation de sa directrice. Tracer (T). 


Ww APPLIQUER 


Soit dans un plan rapporté à un repère orthonormé(0,i, j), la courbe (C) dont une 





représentation paramétrique est : : 2 teR. 

V2 
Montrer que (C) est une parabole dont on déterminera les éléments caractéristiques (foyer, 
paramètre, directrice). 


\5/ APPLIQUER 


Le plan étant muni d’un repère orthonormé (oi, j) , on considère la courbe (H) d'équation : 


9x? -4y° -36x -8y -4 = 0. 
Montrer que (H) est une hyperbole dont on précisera le centre, les foyers, les sommets et les 
asymptotes. 


\6/ APPLIQUER 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé{O,i, j ). Montrer que chacune des 


représentations paramétriques suivantes définit une hyperbole dont on précisera les foyers, 
les sommets et les asymptotes. 





l 
p ae 
a) ja talap bet. 
A ir A 
Peai g 
3 =z +e") 
) teR 
Ly T ly 
>= (ee) 


2 
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4 





c) teR’. 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé (o.i, j) . On considère l’ellipse (E) de centre O, de 


sommets 
1) A(5, 0), A'(-5, 0) et passant par le point M(4, 2). 
2) Déterminer ľéquation réduite de (E) et calculer les coordonnées de ses foyers. 


APPLIQUER 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé (oi, j) ; 


Former l'équation réduite de l’ellipse (E) admettant pour foyers les points F(3, 0) et F'(-3, 0) 
et pour grand axe AA' = 8. 


\9/ APPLIQUER 


Soit dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O;i,j) , la courbe (C) d'équation : 


4x? +9y* -24x - 36y + 36 = 0. 
Montrer que la courbe (C) est une ellipse dont on déterminera le centre Q, les sommets et les 
foyers. 


TT 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé(0,i, j). Soit (P) la parabole de sommet O et de 


foyer F(3, 0). 
1. Donner l'équation réduite de (P). tracer (P). 


2. Soit M le point (P) d'abscisse 5 et d’ordonnée positive et H le projeté orthogonal de M sur 


la droite(O,i). Former une équation de la tangente en M à (P), ainsi qu'une équation de la 


normale à (P) en M. 


3. La tangente et la normale en M rencontrent l'axe (oi) en T et N. vérifier que le sommet de 


(P) est le milieu de [TH] et que HN est égale au paramètre de (P). 
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\Y S’ENTRAINER 


Dans un plan rapporté à un repère orthonormé{O,i, j), on considère l’hyperbole (H) de 
centre O, de distance focale FF’ = 12 et de sommets A et A’ tels que AA’ = 8. 
1. En supposant que F appartient à la droite O,i), donner l'équation réduite de (H) ainsi que 


les équations de ses asymptotes A et A’. TracerA, A’ et (H). 


2. En supposant, dans cette partie, que F appartient à la droite (0, j) donner l'équation 


réduite de (H) dans le repère (o.i j) ainsi que les équations des asymptotes A et A. 


TracerA, A’ et (H). 


Wea 


Dans un plan rapporté à un repère orthonormé(0,i, j), on considère l’hyperbole (H) 


2 2 
d'équation réduite : |, 
16 4 


On désigne par K et K’ les points de (H) d’abscisse 6, par A la tangente en K à (H) et par A' la 
tangente en K’ à (H). 
1. Donner une équation crtésienne de chacune des deux tangentes A et A. 


2. Vérifier que A et A’ se coupent suivant un point de la droite (oi). 


5 SE PERFECTIONNER 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé|O,i, j). On désigne par m un réel et par (E,) 


l'ensemble des points M du plan de coordonnées (x, y) vérifiant l'équation : 

(m - 1)x? +3my/+2(m-1}x+m+3=0. 

1. Déterminer (E, ) pour les valeurs particulières m = 0 et m = 1. 

2. Pour quelle valeur de m l’ensemble (E, ) est-il un cercle ? Préciser, dans ce cas, son centre 


et son rayon. 
3. Dans cette partie, m est un réel non nul et différent de 1. Soit O' le point de coordonnées 


(-1, 0). 
On note (X, Y) les coordonnées de M dans le repère (o'i, j) ! 
a) Montrer qu’une équation de (E„) dans ce repère est : (m - 1)X? + 3mY? + 4 = 0. 


b) En déduire, suivant les valeurs de m, la nature de (£, ). 
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Yy SE PERFECTIONNER 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct(O,i; j) ! 


A tout point M du plan d’affixe z + 0, on associe le point M' d’affixe z' = Lz + 3 ; 
Z 


z = f^ . j ji l Eir 
1. Vérifier que si z = re? alors —-=-e". 
ANS à 


2. Trouver les coordonnées du point M'si z = re”. 
3. En déduire que, lorsque M décrit un cercle de centre O, et de rayon r z 1, le point M’ décrit 
une ellipse. 


NY SE PERFECTIONNER 


On considère la parabole P définie dans un repère orthonormé (oi, j) par l'équation : y? = 4x. 


1) Déterminer les coordonnées de son foyer F et une équation de sa directrice D. 
2) Soient M,(x,,y,) et M, (x,, y, ) deux points distincts de P tels que F € [M,M, |. 


a) Montrer que yy, =— 4. 

b) Soit I le milieu du segment | M,M, |. 
Montrer que I varie sur un ensemble P ' ayant pour équation dans le repère (o.i j) - 
y? =2(x-1). 
Donner la nature de P ‘et ses éléments caractéristiques. 


+ ! il 
MF MF 


d) Montrer que les tangentes à P en M, et M, sont perpendiculaires. 








c) Montrer que 


Ny SE PERFECTIONNER 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct{O,i, j) 


On considère la courbe (C) d'équation : x?—-y?-x-2=0. 
1) a) Prouver que (C) est une hyperbole dont on déterminera le centre, les sommets et les 
foyers. 
b) Tracer (C) et ses asymptotes. 
2) Soit E le point de (C) d’abscisse 3 et d'ordonnée positive. 
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a) Ecrire une équation de la tangente (T) à (C) en E. 

b) La droite (T) coupe les asymptotes de (C) en G et H. Prouver que E est le milieu de [GH]. 
3) Calculer le volume, en unité de volume, engendré par la rotation de l’arc AE de la courbe (C) 
autour de l'axe des abscisses ; où A est un sommet de (C). 


N7 SE PERFECTIONNER 


Le plan est muni d'un repère orthonormé direct [oi ÿ 


Soit (H) l'ensemble des points M(x, y) vérifiant : 9x2-4y2-36=0. 

1) a) Montrer que (H) est une hyperbole dont on précisera son excentricité. 
b) Donner les coordonnées des sommets et des foyers de (H) ainsi que les équations de ses 
asymptotes. 


c) Vérifier que la droite (T) d’équation : 32x52 y—-6=0 est la tangente à (H) au point A 


(2V2,3). 


2) On désigne par (P) la parabole de sommet O et de dirctrice D : y = -2 
a) Déterminer les coordonnées du foyer de la parabole (P) ainsi que l'équation réduite de 
(P). 
b) Vérifier que la droite (T) est tangente à (P) en A. 
c) Tracer (T), (H) et (P). 
3) Pour tout réel © de -2.2 , on considère dans C, l'équation 
(E; ): 22- : Z+ ns 9 = 0. 








cos® cos’ 0 
a) Résoudre dans C, l'équation (£; ). 


b) Soient M", et M", les points images des solutions z’ et z” de l'équation (E; 


Montrer que M', et M", varient sur (H) lorsque 9 décrit HA. 


NY SE PERFECTIONNER 


Dans le plan, on considère un triangle OAB isocèle et rectangle en O. Soit G=4*B et F le 


point tel que OF = +06. (on pose OG = 2p où p > 0). On appelle P la parabole de foyer F et de 


sommet O. 
1) Construire la directrice D de P. 


2) Montrer que AF = z p . En déduire que A et B appartiennent à P. 
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are EE a 
3) Ecrire une équation de P dans un repère orthonormé (o, Li} ) tel que i= i 


4) Les tangentes à P en A et B se coupent en I. 
a) Déterminer les coordonnées des points A, B et I en fonction de p. (on suppose que y, > 0) 
En déduire que 7 e (OF). 
b) Vérifier que O=I*G. 
c) Soit H le projeté orthogonal de A sur D. Montrer que AHIF est un losange. 
5) Soit M (x, y,) et N (x,, y, ) deux points de P tels que OMN soit rectangle en 0. On pose une 


équation de la droite (MN) : x=ay+b où a#0 et b#0. 
a) Montrer que y, et y, sont solutions de l'équation : y* -2 pay-2pb=0. 
b) En calculant OM -ON , montrer que b = 2p. En déduire que G e (MN ) : 


c) Donner une construction de N connaissant le point M de P. 


NY SE PERFECTIONNER 


Relativement à un repère orthonormé direct (o, A] on considère la courbe (H) d'équation 


x°-4y —-2x-3=0. 
1) a) Montrer que (H) est une hyperbole, déterminer les sommets, les foyers, les asymptotes, 
les directrices et l’excentricité de (H). 
b) Tracer (H). 
2) a) Vérifier que le point M, (1 +242,1) est un point de (H). 


b) Donner une équation de la tangente (T) à (H) en M,- 
3) Soit 0 un réel de El et l'équation dans C. 
(Ea) l (cos? 0)z° -2(cos? 0+2cos0)z+5+4c0s0 =, 


a) Résoudre l'équation (E,). 


b) M’ et M” sont les images respectives des solutions z’ et z”. 
Montrer que M’ et M” varient sur une branche de l'hyperbole (H) 


Vy SE PERFECTIONNER 


Soit une hyperbole de foyers F, de directrice D et d’excentricité e. Montrer que l'image de 
par une similitude directe f de rapport k est une hyperbole que l’on caractérisera. 
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On considère dans le plan orienté muni d’un repère orthonormé direct (O,u,v), la courbe 

( C ) d'équation : xy - 2x - 3y - 1 = 0 et la transformation f du plan, qui à tout point M d’affixe z 
byny ul | 

associe son image M’ d’affixe z’ = Ru —i)z-2+2i. 


a) Reconnaître f et donner ses éléments caractéristiques. 
b) Exprimer les coordonnées (x, y) du point M en fonction des coordonnées (x, y’) de M. 
c) Montrer que la courbe (C”) image de ( C) par f a pour équation : x*-y*-x+3y-9=0. 


d) En déduire que (C) est une hyperbole dont on donnera dans le repère (O,u,v) les 


coordonnées du centre et des sommets. Représenter (C’) dans le repère (O,u,v) 


e) Déduire la nature de ( C ) et préciser ses éléments caractéristiques. 


SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit u un nombre complexe et (Eu) l'équation : z° — (2u — iu) z—2iu-u=0 


u étant le nombre conjugué de u. 
1) Résoudre, dans l'ensemble C des nombres complexes, l'équation (E à). On désignera par z' 
et z" les solutions de cette équation. 


2) On rapporte le plan à un repère orthonormé direct (0,8, ) et on désigne par 


A, M, M' et M" les points d'affixes respectives 2i, u, z' et z". 

Soit (H) l'ensemble des points M tels que les points A, M' et M" soient alignés. 
a) Trouver une équation cartésienne de (H). 
b) Montrer que l'ensemble (H) est une hyperbole dont on précisera le centre, les sommets, 
les foyers et les asymptotes. 
c) Vérifier que (H) passe par le point O et donner une équation cartésienne de la tangente à 
(H) en O0. 
d) Tracer (H). 


V7 SUR LE CHEMIN DU BAC 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé (oi, j). (on choisira 2 cm comme unité 


graphique). Soit (E) la conique d’équation : 3(x+1) +4y° =12. 

1) a) Quelle est la nature de (E) ? 

b) Déterminer les foyers de (E). 

c) Tracer (E). 

2) A chaque point M de (E) de coordonnées (x, y), on associe le nombre complexe z=x+iy 
affixe de M. 
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a) Démontrer que |z| = HE -x). 





; 0 est un argument de Z. 


b) En déduire que |z| = - 3 z 
+ cos 


3) Soient M’ et M” les points de (E) dont les affixes z’ et z” ont pour arguments respectifs 0 et 
O+. 


a) Calculer [um] en fonction de 8. 


b) Déterminer @ pour que [M ‘M ‘| soit maximum puis minimum. 


xy SUR LE CHEMIN DU BAC 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (Oki on considère l’ellipse ( E ) 


2 
d'équation x? + î =] et on désigne par M le point de coordonnées (cos @, 2sin @), où 8 est un 


réel de bz. 
2 


1) a) Déterminer, par leurs coordonnées, les sommets et les foyers de ( E ). 
b) Tracer ( E ) et placer ses foyers. 
c) Vérifier que le point M appartient à (E ). 
2) Soit (T) la tangente à ( E ) en M. 
Montrer qu’une équation de (T) dans le repère (O;i,j) est 2xcos0 + ysin8 - 2 = 0. 


3) On désigne respectivement par P et Q les points d'intersection de (T) avec l'axe des 
abscisses et l’axe des ordonnées et on désigne par A l'aire du triangle OPQ. 





a) Montrer que A = — 
sin 20 


b) En déduire que l'aire A est minimale si et seulement si M est le milieu du segment [PQ]. 
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y QCM 
Question 1 
(PI y*+6x+15=0. 4 +6x+15=2x3/x+ À) 
= (P) a pour paramètre p = 3 
Question 2 


5 2 
2: 4 =4—Z 
Posons z=x+iy, l'équation devient : 


x? Le y“ ai 4 
C’est le cas d’une hyperbole équilatère de foyer 


F(2V2 ,0) et de directrice associée la droite D :x = 2 


Question 3 
(C):x7-y2-x-2=0. 


2 
G sal y 
= o 
a) G) 
C'est le cas d'une hyperbole de centre (Zo) % 
Question 4 
2 y2 


E une ellipse d'équation : E sl 


La droite A : x2 + 2y - 4 = 0 est une tangente à E au 
point de coordonnées (v2 1) 


APPLIQUER 
“ y sör=2a3r 


Le paramètre p = 3, le foyer F (2.o) et la directrice D : 


X=—— 
2 


e y/=-4x=2x(-2)x(p=2,F(-1,0)etD:x=1) 


1 1 1 1 1 
4 Fd (p à | 3 y g 


APPLIQUER 
(T) : y? +2y -4x +3 = 0 


= (+1) =2x2f x à) 


Soit Q (1) 
2 


(T): Y? = 2 x 2X, dans le repère (aij) 


=> (T) est une parabole de centre Q (Z1) 


a 


De foyer F (10), et de directrice D : X = - 1 dans le 


repère (oii) 


Dans le repère (oi) , On a : 


e(ž,-1] et D: TO. 
2 2 
î 
' (T) 


APPLIQUER 
H1 
X = —— 
(G) 2 teR 


y =2t 


2 
a hi 1 
© x= = o y?=2xa[ x+) 
2 2 


= (C) est une parabole de paramètre p = 4, de foya 


F (2.o) et de directrice D : x = E 


N7 APPLIQUER 


(H) : 9x? -4y* -36x -8y -4 = 0. 
& 9(x-2) -4(y+1) =36 
-a (+1) | 


4 9 
On pose Q (2, -1) 


Re à + 
=> (H); F NEE W 1 dans le repère (aij) 


=> (H) est une hyperbole de centre Q (2, -1), de foyers 
F (13,0) et F’ (-v13,0) , de sommets S (2, 0) et S’ {- 


Corrigé 





0) et d'asymptotes À : Y = “x etA':Y= -5x dans le 
père (aij) 

ans le repère (oi) on a: 

PERE E 1) StF” (2 -413,-1) 


4, -1) et S’ (0, -1) 
: 3x—-2y-8=0 etA': 3x+2y-4=0 


7 arem 


E tatek, keZ 








Ta mii 
V2 
y?’ 
> x/=1+2y7 & x*-— =1 
2 


‘est une hyperbole de foyers F KE) et F' 


£; 2.0) 
2 


e sommets S (1,0) et S” (-1, 0) 


V2 


’asymptotes D : y 2, etD’': y RETE 











C'est une hyperbole équilatère 
De foyers F y2 o et F' 2 , 
2 2 
1 1 
De sommets S (žo) ets’ (0 
2 2 
D'asymptotes D :y=xetD':y=- 


=at) 
t 


c) teR* 


C'est une hyperbole 
De foyers F (5, 0) et F’ (-5, 0) 
De sommets S (4, 0) et S’ (-4, 0) 


D'asymptotes D : y x etD':y =- 


V7 APPLIQUER 


(E) est une ellipse de centre O, de sommets 
A(5, 0), A'(-5, 0) et passant par le point M(4, 2). 


2 2 





PS i 
SAE — +> =1 avec a = 5 
(E): ati 
x? y? 
=>( E ): — += =1 
p 25 p 
10 
OMZ ELE Je Ben 
x? 2 
4 Ÿ 
D'où (E): FT 100 ~ 
ia 


Les foyers de ( E ) sont F SEa] et F’ Ea) 


APPLIQUER 


(E) est une ellipse admettant pour foyers les points 
F(3, 0) et F'(-3, 0) et pour grand axe AA’ = 8. 


2 2 1 
(E): qig avec a= 4 et f =b=¢ 3-0 
a 


>b? =16-9=7>b= V7 
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2 2 
— (E): Need. 
16 7 


APPLIQUER 
(C): 4x2 +9y? -24x - 36y + 36 = 0. 
& 4(x-3) +9(y-2) =36 


wa 0-9 


— ——— 


9 4 





1 


2 2 
On pose Q (3, 2) = (C): += dans le repère 
(ai) 
=> (C) est une ellipse de centre Q (3, 2) 
De sommets A (3, 0), A’ (-3, 0), B (0, 2) et B’ (0, - 2) 
dans le repère (ai) 
De foyers F (5,0) et F’ (-V5,0) dans le repère 


(a: 
Dans le repère (oii) ona: 
A (6, 2), A' (0, 2), B (3, 4) et B’ (3, 0) 


F (3+.V5,2) et F' (3-V5,2) 


S’ENTRAINER 


1. M e (P) : parabole 

de sommet 0 et de foyer F (3, 0) 
<> MF = MH où H est le projeté 
orthogonal de M sur la directrice 
D:x=-3 

© (x-3) +y2=(x+3) 

dy" = 12x 


E 


(P) 


(T°) 


A / 
Ed 
-> 


5 4 -3 2 S € NV 6 F 67 à 
i 


1 A à h h à À 4 Of n ufa a o N 


806 
(T):3y=6(x+2] 


© (T):y=2x+Ž 


Soit (T ') la normale à (P) en M 
=> (T ") est la perpendiculaire à (T) en M 
t Z 
ET e pe RE — 
PATES ET à 


3. mn(on-{r(-£0)} 


S’ENTRAINER 


(H) hyperbole de centre O, de distance focale FF = 1 
et de sommets A et A’ tels que 
AA'=8. 
1. F appartient à la droite (o.i) i 
F (6, 0) et A (4,0) > OF =c=6et0A=a=4 
x? y” 
=> M): 2 31 avec b? = c° - a? 
2 2 
=> (H): rh 
16 20 


V5 


V5 
A: y =—x etA': y=——x 
y 2 d 2 


2. F appartient à la droite (0,5) 
F (0, 6) et A (0,4) > 0F-=c=6et0A=b=4 


>> (H): En avec a? = c? - b? = 20 
i 2 2 
a“. D 
2 2 
> (H): -< A 
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16 4 
si x = 6 alors y = + V5 


K (6,5) e (H) et K’ i e (H) 







a tangente en K à (H) = T 5a 
‘16 4 
5A: 3x-2/5y-8-0 
cote emo ar PS 
16 4 
A: 3x+2V5y-8=0 
3x—2V5y -8=0 
_soitI(x,y) E ANA'—= š V5y 
3x+2V5y -8=0 


| (+0) € (o.i) 


13 f 
SE PERFECTIONNER 


n) :(m- 1)? +3my? +2(m-1)x+m+3=0. 


Si m = 0 alors (E,):-x°-2x+3=0 
x=1oux=-3. 
nsi (E,) =A= TU (A':x=-3) 


m=1alors (E,):3y+4=0 
(E) =Ø. 
(En) : (m-1)(x+1) +3my?=-4 


n) estun cercle © m - 1 = 3m & m= = 


jee 


ns ce casona: G 
2 





C'est le cercle de centre Q (- 1, 0) et de rayon i 


3. meR\{0,1} 
a) Si M (X, Y) dans le repère (0'i) avec O' (- 1, 0) 
AX ktl ety =y (Ez): 
(m-1)(x+1) +3my2=-4 
=> (Ey): Ur +3mY?+4=0 


+, —4 
b) (En) : PRET 
nn” m-1 7 3m(m- 1) 
x? 2 a 
" Sim > (1alors — + > 0 et ——< 
3m m—i1 3m(m-—1) 





=> (E,) = 
e e 


= Si0<m<1alors ja Emi] 
m =m mii-m 





Pier 
3m 1-m oi 


EE 


=> (E,,) est une T 


p < aaah 


= (E, ) est une ellipse. 





s Sim<0 alors ( 


, SE PERFECTIONNER 


A tout point M du plan d'affixe z + 0, on associe le point 


M’ d’affixe z' = Hz +) 
2 Z 


1. Si z=re® alors L Ts 
Z + 
D La 
Il suffit de constater que -p ? 
e 
: i ! 1 i 1 — | 
2: Siz=re" alorsz = J te pe? 
r 


— r = rcoso+ coso + sing {sing 
r r 


| +] 1 Iy, 
=> M |>| r+- |cosp;-| r-— |sin 
2 r 2 r 


3. SiM € &,, avecr# 1 alors z=re” 
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x'= Heat eoso P’ est une parabole de foyer F ' (z.o) et de directrice 
Si M’ (x',y') alors à 
1 |. ns À 0 > 
y'==| r-— |sinp : X=—— dans le repère 
2 r Le 2 
x? y? (ij) 
-eea E 3 1 - = 
f L) f L) SE" Zo) etD': x=>—, dans le repère (0, i, j ). 
=| r+— =| r—-— 2 2 
2 r 2 r 
= M ' appartient à une ellipse d’équation : c) : E 
4 y? M.F ME 
me ANS ft M Al M,F=d(M,,D)={x, +1]=x, +1 
ER + — AZ ERD 
EL +) EC E) M,F =d(M,,D)=|x, +1|=x, +1 
1 1 Ltl +1 
-— =s 
V7 M,F M,F x,x,+x, +x, +1 
SE PERFECTIONNER X, +X, +2 
“VON — 
P : y? = 4x. 1 es on 
1) y?=4x=2x2x= P est une parabole de foyer F(1, 16 Y1Y2 de. 
2 


0) et de directrice D : x = -1. 
2) Soient M,(x,,y,) et M,(x,,y,) deux points 


d) Soit (T:) la tangente à P en M: et (T2) la tangente 2 
distincts de P tels que Fe [M,M, |. (T1) 8 1 et (T2) 8 








: 5 P en M2. 
a) y,” =4x, ety,” =4x, (T ):yy, =2(x+x,) 
1%; —T ——|X,—1 
Fe [MM] > Fr Ja Fr | sont (T,):yy2 =2(x+x,) 
yı Y2 1 
colinéaires = (x, -1)y,-(x, -1)y, =0 u| 2 |estun vecteur directeur de(T.) 
1 4 y, 
= (2-1), -[Ży:?-1)y, =0 > Jı 
4 4 1 
y: (y: -Y2)+(7: -Y2)=0 = v 2 est un vecteur directeur de (T, ) 
1 y2 
y, —y, || —Y.y +1)=0 A i 
v: LE m u-v=1+——=0 (T,)L(T,) 
1 Yiy2 
Or y, +y, car M, ZM, > P mat LE =, 
b) Soit Ile milieu du segment |M, M, |. =: SE PERFECTIONNER 
, = +% 1. a) x°-y?-x-2=0 
V5 2 iy 1 
alya] -yap 
y=) | ) y 4 
2 2 
— x) 
2 


2 
dE sn TN NN HP LIRE e 
y, =, Ca +y, +27192)= (4 +4 -8)=(x, +x, -2)= 2x, $2) #2(3, -1Y 4 9 9 
4 


> I varie sur un ensemble P ' ayant pour équation dans P Vu 

le repère (oii) sy = 2T). On pose 2 et o[ 2,0) 
On pose Y = y et X =x - 1 > P’ a pour équation: 

Y? = 2X, dans le repère (Q, i, j ) où Q (1, 0). 
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2 y2 
si -i= =1 dans le repère R' 


-(nij 


> (C): 


4 4 
> (C) est une hyperbole équilatère de centre o[20) 


(D 


sommets (20) æs{-20) et de foyers 


ee o) ar{-22 3v2 o dans le repère R’ 
ans le repère (oi) ona: 

(2, 0) et S’(- 1, 0) 

11,32 o] etph 1-342 0 
(era 2 2 


) Traçage : 
es asymptotes de (C) sont A: Y = X et A' : Y = - X dans 





2. Soit E le point de (C) d’abscisse 3 et d’ordonnée 
positive > E(3, 2) dans le repère R 


Dans le repère R' ona: E (2.2) 


a) (T) est la tangente à (C) en E > (T): 





5x—4y —7 =0 
Il suffit de résoudre les systèmes 1 
5x —4y —7 =0 
et 1 
y =—X + 2 


On vérifie que G * H (3, 2) =E. 
3. Soit A = S (2,0) 


V= nf “y?dx = nÍ G-x —2)dx 


X ` Ain 
Er tee Lu 
wa T 


5 SE PERFECTIONNER 


1. a) (H): 9x?-4y?-36=0 


2 2 


w M 


4 9 
> (H) 


Na +" 413 


a 2 
b) Les sommets sont S (2, 0) et S'(-2, 0) 


Les foyers sont F:( via, 0) et F2 (- V13, 0) 


est une hyperbole d’'excenticité 





Les asymptotes sont A : y = Sy etA': y=- 


c) A(2V2 3) e(H) 
Soit (T) la tangente à (H) en A 


gr: A2 3 4 & 3V2x-2y-6-0 


2. (P) la parabole de sommet O et de directrice D : 


us 
Fr 


a) Le foyer de (P) est F (ož) 


22 
(Ps = = 
b) A(22,3) e (P) 
(T) la tangente à (P) en A = (T'): 2/2x -ty +3) 


=> 3V/2x-2y-6-0 > (T) = (T) 


e = 


v |o 


— My Corrigé E E — 


c) 


P / 


{H) 





3. (E,):7°- i +920 ,avec0 € -zH 
cosð cos“ 2 2 


13 
Z+ 
cosð®  cos’@ 


2 
e(z- A |+ a -9 =0 
cos cos“0 
ne. 2 
& | z- =(3itan8) 
cos 


2 , 2 
<œ Z=——— +3itanð ou Z= 
cosĝð cosB 








a) z°— —9=0 











—3itan6 





b) M’, et M", les points images des solutions z' et z” 


de l'équation (E, ) 





' 2 . 11 r 
M’, (Ztane) et M", = So (M g) 


Les coordonnées de M', vérifient le système : 





2 
X = —— T T 
cose ,0 ET 
y =3tan6 
2 2 
Seda = —tan/60=1 
4 9 cos 
=> M, € (H) 
Or (o.i) est un axe de symétrie de (H) 
=> M", € (H) 


5 SE PERFECTIONNER 





1. la directrice D de P est la perpendiculaire 
à l’axe (OF) passant par S,(F) 

2. Le triangle GAF est rectangle en G : 

AF = VGA? + GF? , avec GA = GO = 2p 


NE 
GF=GO-OF= 2p--p=> 
pepe 


| 9 5 
> AF = ,/4p°+—p? => 
p 4” zP 


d(A, D) = GO + OF = 2p + p= 2p= AP 


=> À e FN. 
Or B = Sor) (A) et (OF) est un axe de A >B e 


3. M (x,y) eB< MF = d(M, D) 
Avec F (Bo) etD:x= BE <; 
2 2 


SANT 2p 


4. a) A (2p, 2p) ; B (2p, -2p) 
Soit (T) la tangente à P en A et (T') celle de P en B 


1 
(T) : 2py = p(x + 2p) & y= p 


(T):-2py = p(x + 2p) © y =-Żx-p 

I (x.y) e (D A(T) & I (-2p, 0). 

I e (0,i) = (OF) 

b) I(-2p, 0); G (2p, 0) >0=1*G 

c) A (2p, 2p); H (2 ; I (-2p, 0); F (2o) 


On montre que AH=FI = AHIF estun 
parallélogramme 

De plus on a AH = AF > AHIF est un losange 
5. OMN soit rectangle en O 

(MN): x=ay +b où a#0 et bzO. 
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3a) M e (MN) o B = (T):xV2-2y-2-V2-0 
x = ay +b 
>] à x < y” -2pay -2pb=0 à ele 
y“ =2px 22 
Je même pour N (Ea) : (cos? 8)z° — 2(cos* 0+ 2cos6)z +5+4cos8 = 0 
>) OM-ON = x, x, +y,y, a) A'=({cos/0+ 2cos8) —(5+4cos8)cos*8 
1 TE 2 

Avec Yy, = -2pb; XX, raies | = þ? => (isin6cos@) 

es i Ma LE 
5 OM-ON=b(b-2p) Z bar aii 
Dr OM-ON=0=>b=2pcarb#0. pe 2 a 
5 (2p, 0) et (MN) : x=ay +b avec b = 2p >G e (MN) = cos8 
-) N est un point de la perpendiculaire à b) Les coordonnées de M vérifient le système : 
OM) en O et aussi un point de (MG) 
D'où la construction. x=1+ coso + Üe -z z 

=tan6 
197 P 
x-1 
SE PERFECTIONNER ee EE né E 

| ; ; 4 cos “0 
H): x —4y —-2x-3=0. Avecx>1letyelIR 

(x- 1) j = M’ varie sur une branche de l'hyperbole (H) 
> o =1 Or M "est symétrique de M' par rapport à l'axe des 

abscisses 


> (H)est une hyperbole de centre Q (1, 0) Qui est un axe de l'hyperbole 


Je sommets S (3,0) etS”(-1, 0) = M" varie aussi sur la même branche de l’hyperbole 
Je foyers F (1+ Y5,0)etF'(1- 5,0) (H) 


D'asymptotes A : y == (x-1) etA':y=-=(x-1) 
4 SE PERFECTIONNER 


4 
e directrices D : x=1+— etD':x=1-— 


vle 


V5 V5 1. Soit (H) une hyperbole de foyers F, de directrice D 
J5 et d’excentricité e 
D'excentricité e = — MF 
2 H(F, D, e) = (Mep / TE =e, où H = pi]. 


5) 
f est une similitude directe de rapport k. 


i) Soit M e (H)et M’ = f(M). 
. : z Posons F'= f(F); H' = f(H) ; D’ = f(D) 
MF F' MF 
Ona: =¢ avec H's M 
MH H MH = Pi 3 
= M' e (H}' hyperbole de foyer F', 
RS Le oui” dé oE de directrice D ' et de même excentricité e. 





2. (C):xy-2x-3y-1=0;7= 5(1-i)z-2+2i. 


1 += 


3 a) z = az+b=-(1-i)z-2+2i. 


i)eC* etb=-2+2ie C 


EE R 


1 
K Al M,(1+2V2,1) est un point de (H). Avec a=-(1-i 


)) Soit (T) la tangente à A en M,. 


2/2X 


TE = l'avecX=x-1etY=Yy 


V2 


> f est une similitude directe de rapport k = | a | z e 


D'angle 6=arg ža _ D [er] = -z [2n] 
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De centre | p =4i] 
1-a 
b) Onposez=x+iyetz'=x"+iy 


BE. A | 
1 X HOS Ar — 2 
g=-(1-i)z-2+2i = 


PEE 
2 2 


Can 

=> L r 

y=x ty 

c) (C')=f(C), avec (C) :xy - 2x- 3y-1=0 
=> x“ =y" -x'+3y'-9=0 

d) (C'): x*-y*-x+3y-9=0 


7 7 
4 3 
=> (C') est une hyperbole de centre Q ' à) 


De sommets S, +) et S, A 


2 


— 


e) (C) =f(C) & (C) = f-1(C') où f+ est la similitude 

directe de centre Q (4i), de rapport V2 et d'angle : 

= (C) est une hyperbole de centre 

f-1(Q') et d’excentricité e = 4/2 (hyperbole équilatère) 
SUR LE CHEMIN DU BAC 

1. 2*-{2u-iu}z-2iu-u=0 

On montre que Zu et ju sont les solutions de cette 


équation 
2. A, M, M' et M" les points d'affixes respectives 2i, u, Z 


etZz ; 


' 


(H) l'ensemble des points M tels que les points A, M’ ei 
M” soient alignés. 
a. Posons u =x + iy => A (0, 2); M’ (2x, 2y); M "(-y, - 
| A A opus 
AM et AM sont colinéaires 
2y —2 —X — 2 
<& x -y +2x+y=0 
b. (H):x?-y?+2x+y=0 


1 2 
aar il 
A re i 


4 4 
=> (H) est une hyperbole équilatère de centre Q 


3 


De sommets S $- à ets" -$ = à 


2 2 


De foyers F [an i etF” mie 
2 2 2 2 


D'asymptotes A : y=x+Ž etA’: y=-x-" 
c Oe(H). 
of 1,3) 
(asra) 
—1 
Mh Fe a avecX=x+1letY= = 
Es le I 
4 4 
1 
no Du 
d. 
5 
(H) 
(T) $ 
3 
2. 
N 
-5 4 3 À ON _ + 2 3 


-3 


V7 SUR LE CHEMIN DU BAC 


Soit (E) : 3(x+1) +4y° =12. 





i a) 3(x+1) +4y° =12 & =———+— 


Jn pose X=x+1etY=y 
rG bé z5 

SE): ATT =1 dans le repère (aii) 

Dù Q (-1, 0) 

> (E) est une ellipse. 

5) Les foyers de (E) sont F (1, 0) et F’ (-1, 0) 
Ens le repère (aij) 

F (0,0)=0etF” (-2, 0). 





2. a) |z|=4/x°+y? , avec 3(x+1) +4y° =12 


= H= x+3-Ż(x +1} > z= (e -6x+9) 


Or S SXS L= 4==(G-x) 





b) Si argz = 9 [2x] alors cos8 = ri 
Z 
3=x)]=—{3- 6 
> = Ż(8-x)=Ż(3-ļļcos8) = H- —— 
3. M s M” les ins de (E) dont les affixes z’ et z” ont 
pour arguments respectifs 0 et 8+%—. 
a) [um] = OM + OM” car O e [M'M”| 





3 3 











> |Mmm"|= lz'+lz"] = 2+cos0 2+cos(m+0) 
sh 2 3 re 12 
à | E E im] = A cos 


b) Imm" est maximum lorsque 4-cos’8 est 


minimum 
& cos’0=1=0-kxrke Z 
[mm] est minimum lorsque 4- cos?89 est maximum 


S cos/0=00= — +kr,ke Z 


V3 SUR LE CHEMIN DU BAC 
2 
E }: x 7-1 
(E): x°+ 2 
M (cos8,2sin@) où 9b e ba 


1. a) Les sommets de (E) sont S, (1,0) ; S,(—1,0) ; 
S, (0,2) et S,(0,-2) 

Les foyers de (E) sont F (0,43) et F” (0,3) 

b) 


Œ) 


— cos ?0 + sin 0 = 1 





(2sin6)? 
4 


= M (cos8,2sin8) € (E) 
2. Soit (T) la tangente à ( E ) en M. 
2ysin0 Ig 

4 


c) cos’0+ 


(T) : xcos0 + —— 


=> (T) : 2xcos0 + ysin0 - 2 = 0. 
3. {P}=(T)n (0,i) et{Q}= (Mn (0) 


1 
a) P (e) et Q o T 





A = aire (OPQ) = S 
1 2 
e T E T T NS 
2 cosĝsinð sin 26 


b) A est minimale & sin26 est maximale avec 8 € 
0,7 es sin20 = 1 & 20= 7 &0= 7 
2 2 4 
Dans ce casona: 


v(a] : P(V2,0) et Q(0,2V2) 


On vérifie que M =P *Q. 
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Géométrie dans l'espace 


I) Résumé du cours 
Dans tout ce chapitre, E désigne l’ensemble des points de l’espace et W l'ensemble des vecteur 
de l’espace. 
(Les unités pour mesurer les distances et les angles sont supposées choisies) 
L'espace est orienté dans le sens direct 
A) Produit scolaire dans l'espace : 
e Définition : 
Soient u et v deux vecteurs de l’espace on appelle le produit scalaire de u et vle réel noté 
u.v défini par: 


+ 


* Si u=0 ou v=0 alors u . v =0. 





* Siu=AB#0 et v=4C+#0 alors 
Remarque: Pour tous points A et B de E, on a : 4B.AB = AB = AB2 
e Propriétés du produit scalaire dans W : 
Soient u y j w trois vecteurs de W et «& un réel. On a : 

e u.v=vu le produit scalaire est commutatif. 

o (au)}.v=u.(av)=a(u.v) 

o u(v+w) =u.v+u.w) | 

e Soient u et v deux vecteurs de W Ona Ju 1reuv-0 


e Attention le produit scalaire n'est pas associatif. 


























Conséquences : 

de. UD —|12 —112 Se sé. ya —|12 112 si NE qE cg 9 9 
(u+v) =} +v +2u.v. (u-v) = fu + [vl —2u.v. (u+v).(u-v)=u —y 
PA < la (Inégalité de Cauchy-Schwartz) lu +] < la] + v (Inégalité triangulaire) 








e Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée : 
a) Théorème: Soient dans W muni d’une base orthonormée (i,j,k)une d base 
orthonormée 
X p VAS 
u| y| et ẹ| y'| alors On a: u.v = xx'+ yy'+ zz'. 


Z Z 
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k 


ul =x +y Fz. 


IAE S rentes) 
2 2 2 








b) Conséquences :* u Lv < xx'+ yy'+zz'=0 





B) Produit vectoriel : 


Orientation de l'espace: 
Soit R(O,i, j,k) un repère de l’espace 


Un observateur à les pieds en O, regarde vers le vecteur i et son corps dans le sens de k 
* Şi j est à gauche on dit que le repère R(O,i, j,k) est un repère direct 
*Si j est à droite on dit que le repère R(O,i, j,k)est un repère indirect 


=e 


k 


w., 


Remarque : 
* L'orientation d’une base ne change pas si on remplace un vecteur par un vecteur colinéaire 


de même sens ou si on fait une permutation circulaire des vecteurs de la base. 


* L'orientation d’une base change si on remplace un vecteur par un vecteur colinéaire de sens 
contraire ou si on permute deux vecteurs. 

1) Définition du produit vectoriel : 

L'espace est orienté 


Soient ñ et v deux vecteurs de W ,A,B et C trois points tels que AB =u et AC =v 
On appelle produit vectoriel de % et ÿ et on note # ^ Y, le vecteur défini par: 


—> 


e si et v sont colinéaires u Av =0. 
e Sigetyne sont pas colinéaires alors # A Y est l’unique vecteur tel que : 


+ UV orthogonal à # Etap 
+ (u,v,u A v) est une base directe de W u /8y 
+ lu A v| = lu lv] -sin BAC u 
2) Propriétés Soient u,v et wtrois vecteurs de W 
1)uAu=0 
2)unv=- (v A u) (anticommutativité) 
3) Pour tout réel u a v = 0 si et seulement si # et v sont colinéaires 
4) Pour tout réel œ ona:uA(av)=(au)Av=a{(u Av) 
5) uA(V+W)=uAV+uAW 


Attention : le produit vectorielle n’est pas associatif u A(VA w) # (u A y) AW 


— T Chapitre N° 6 


3) Expression analytique du produit vectoriel : 
Expression du produit vectoriel: Soit (i Ï, k) une base orthonormé directe de l’espace 


| 


xX X yz'—2y" 
u| y|,v|y'| oa u AV| —(xz'— 2x") 
Z z' XP a? A 


Déterminant de trois vecteurs : 


x 
Soit B (i, j,k )une base de l’espace et u| y |,v| y 
z' 


NOS k 




















yax x 
y' y" K x x! JE : J )? ».. 5) J 9) } }} J 9? 

sly y yrfa Lo d+, S SEXO Z'-2y') -y (2-28) +2 e y’) 
AE; = 2 y 

z 2 gr 


Théorème: u ,v et w sont coplanaires signifie dét(u,v,w) = 0 
4) Produit mixte : 


Théorème (i j,k) base orthonormée directe Pour tout vecteurs u,v et w ona: 





5) Aires et Volumes : 


a) L'aire du triangle ABC est égale à [4 A AC] 
b) L'aire du parallélogramme ABCD est égale à AB A AC] 


c) 3) Le Volume d'un tétraèdre ABCD est égal à [EC ^BD).BÀ ( Une autre formule 
1 
V =—-Bh) 
3 


d) Le volume d'un parallélépipède ABCDEFGH est égal à (48 A AD). AË 


6) Distance d'un point à une droite 
| il] 
Soit D(B, x ) une droite de l’espace d(A,D) = H A x u 


D B 
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C)Droites et plans de l'espace : 





a 


_. 


1) Droites de l’espace. Soit D(A,u) avec A(X Yo) €t ul b 
6 
X=X, +@a 
a) Une équation paramétrique de D est: D:4y=y,+ab , «eR fi u 
Z = Zo TUC 
à aen Te ax+b,y+cz+d =0 
b) Une équation cartésienne de D s'écrit sous la forme : D: 
a,x+b,y+c,z+d, =0 
2) Plans de l’espace : 


a 


a) Soit P(4,u,v) avec A(x,,Y5,20) ,u|b|,vlb'|. 
=z tat pa" 
Une équation paramétrique de P est 4 y = y +ab+ pb' (a,B)eR° 


a 1 
s= 2, taet pe 





b) Une équation cartésienne d’un plan s'écrit sous la forme : 
P:ax+by+cz+d, =0 avec (a,b,,c)#(0,0,0) 
a, 
n| b, | estun vecteur normal à P 
C 
P 
) fi ax, Hayy F CZy +d) 


2 2 2 
va F0 FE 


Théorème : Soit A(x,,y,,z), d(4,P 


3) Position relative de deux droites de l’espace : 


Soient (D,u)(D',v) 


* Si y Cola v Al6ES ou 


D stri // à D’ DAD =ø 
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D et D’ sont sécantes 
DAaAD'= {1 } 


* Si u non colà v alors ou 


` 


D et D’ ne sont pas 


coplanaires 


4) Position relative d’une droite et d’un plan : 





Soit (D,u ) et P de vecteur normal n. 


De P 
* Siu l n alors 3 ou n 7 D 
D stri // à P 


* Si u X n alors Det P sont sécantes: 
e RL 


5) Position relative de deux plans : Soit (P, n) i (P, n`) 


* Si nr colà n' alors 


n 
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* Si n noncolinéaire à n' alors P et P’ sont sécantes P’ 
selon une droite D. 


Théorème : PL P' si etseulementsi n Ln'. 
D) La sphère: 
a) Sgn ={M EE telque :IM=R} S 


[48] 


= {M eé telque MA.MB = 0) 
b) Théorème 1: Soit la sphère S de centre I (a, b, c) et de rayon R 
Une équation cartésienne de S est : S :(x-— a) +(y =b) +(z a) sR 
Théorème2: Soit l'ensemble E = {M (x, y,z) telque :x° +y’ +z’ +ax+by+cz+d= 0} ; 
"Ni A: 


On pose : h=—+—+—-d, 
4 4 4 


e Si A>0 alors E= S; pr avec (-2,-ż,-5), R=Vh. 
e Si h=0alors E={1} 


e Si <0 alors E =@ 


c) Position relative d'une sphère et d'un plan. I S 
Soit la sphère S, x) et P un plan. On pose d = d (LP): 


e cas: si d>R alors S(\P=6$ 
e 2ème cas: Si d=R:ona:Set P sont tangente un point: gaunu 
e 3ème cas: Si d < R alors S et P sont sécante selon un cercle C. de centre H et de rayon r 


avec {H}=DAP et r = VR°-d° 


avec D est la droite passant par H est de vecteur directeur n. 
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Exemples d'ensembles des points : 
1) AM A BC = 0 signifie M appartient à la droite passant par A et tel que BC est un vecteur 


directeur 
2) AM.BC =0 signifie M appartient au plan passant par A et tel que BC est un vecteur 
normal 
3) MA.MB = 0 signifie M appartient à la sphère de diamètre [AB]. 
Notion utiles : 
1) Droite et plan perpendiculaires : 
Une droite est perpendiculaire à un plan si elle est orthogonale à deux droites sécantes de 
ce plan. 
2) Plans perpendiculaires : 
Deux plans de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si l’un d'eux contient une 
droite perpendiculaire à l’autre. 
3) Plan médiateur d’un segment : 
Soient A et B deux points distincts de E. 
e Le plan médiateur du segment [AB] est l'ensemble des points M de E tel que MA =MB. 
e Le plan médiateur du segment [AB] est le plan perpendiculaire à (AB) et passant par le 
milieu I de [AB]. 
4) Axe d'un cercle : 
Soient A, B et C trois points non alignés de E. 
e L'axe du cercle C (go) est l’ensemble des points M de E tels que : MA = MB = MC. 
e L'axe du cercle C «sc de la droite passant par le centre O du cercle C (aso et 
perpendiculaire au plan (ABC). 


Translations et homothéties de l’espace : 


u vecteur donné, I un point donné et k un réel non nul. 


t.(M)=M'eu=MM' h,,(M)=M'S IM'=KkIM 
-(M qe lo S nn 


(1.k) 3 

h (MIAM 

ua (M) [emm -imn 
halan 


(7,4) 





















Propriété caractéristique : 


Une application de l'espace dans lui-même est 
une homothétie de rapport k si et seulement si 
pour tous points M et N d'images respectives 
M'et N’ ,M'N'=kMN 

(k EIR { 0, 1}) 


Propriété caractéristique : 
Une application de l’espace dans lui- 
même est une translation si et 
seulement si ,pour tous points M et N 
d'images respectives M'et N’ 


M'N'=MN 
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Toute translation conserve: Toute homothétie conserve: 





















- distance - milieu 
- le produit scalaire - parallélisme 
- milieu - l'orthogonalité 
- parallélisme - Le contact 
- l'orthogonalité 
Le contact 





L'image d'une droite par une translation ou par une homothétie est une droite qui lui est 


parallèle. 

L'image d'un plan par une translation ou par une homothétie est un plan qui lui parallèle. 

L'image d'une sphère de centre W par | L'image d’une sphère de centre Wet de rayon R 
par une homothétie de rapport k est une sphère 


de centre W=h(W) et de rayon |k|R 















une translation #-est une sphère de 






centre W=f- (W) et de même rayon. 





Expression analytique de f-: Expression analytique de h 1K): 

















a 
ul b |, M (x,y,z),M œipiz 


Avec Tiz) 













x'-x, =k(x-x) 
hiy (M)=M'S y =k(y-n) 
x =x +a z-z =k(z-z) 




















L'application qui à tout point M(x,y,z) associé le 
point M’(x’,y’,z’) tel que 


L'application qui à tout point M(x,y,z) 
associé le point M’(x’,y’,z) tel que 

















x'=x+Q x'=kx+8 
y'=y+p y'=ky+f avec kZO et k 41 
z'=2+y z'=kz+y 
si ka est l'homothétie de centre 7 Le) 
est la translation de vecteur u| 8 LR JPA 
y et de rapport k 





II) Exercices 


L'espace E est rapporté à un repère orthonormé R (O,i, j K). 


\/ QCM; VRAI OU FAUX 
Répondre par vrai ou faux en justifiant 
1) Soit OABC un tétraèdre de l’espace 
L'ensemble des points M de l’espace tel que OM À MA + OM ^ MB = 2MO À MC est une droite 
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2) u,v et w sont trois vecteurs non nuls tels que u et v ne sont pas colinéaires on a : 
a)(a+v)A(W-V)=-2u AV 
b) (v,-ù,u Av) est une base directe 


C) SiUZAV=W— WAU=Y 


APPLIQUER 
On donne les points A( 3,1,-2) B(-2, -3,-1) et les vecteurs u=2i+3j+ 5k v= 4i+3j+ k 


On considère les droites D(A, u ) D'(B, v) 

1) Déterminer une représentation paramétrique pour D et D’. 

2) Etudier la position relative de D et D. 

3) Soit le point A(1, -1, 3), écrire une équation cartésienne du plan P passant par A et parallèle 
à D et D'. 

4) Soit le plan Q d’équation : x - y + z + 2 = 0 .Montrer que les plans P et Q sont sécantes selon 
une droite dont on déterminera une équation cartésienne. 


\3/ APPLIQUER 


A tout réel m on associe l’ensemble Pm: m x + (2m -1)y + (m +1)z-2m+1=0 

1) Montrer que pour tout m € IR, Pm est un plan. 

2) Montrer que tous les plans Pm contiennent une droite fixe A dont on déterminera une 
équation paramétrique. 


Ww APPLIQUER 
x=3+2a 


Soit le plan P,:mx+(2m—1)y+(m+1)z-2m+1=0estla droite D:4y=1+3a ; aeR 
3=-2+5a 


Etudier suivant les valeurs du réel m, la position relative de D et Pm. 


\s/ APPLIQUER 


On considère l’ensemble S des points M (x, y, Z) tels que: 
x? + y? +z? - 4x + 6y - 3 = 0 et le plan Pm:2x +y +2z+m=0 (m e IR) 
1) Montrer que S est une sphère dont on déterminera le centre Í et le rayon R. 
2) Soit le point A(0, -1, V8 ) 
Vérifier que A €S et déterminer une équation cartésienne du plan Q tangente à S en À. 
3) Discuter suivant m l'intersection de S et Pm. 
4) Vérifier que Ps coupe S selon un cercle C dont on déterminera le centre H et le rayon r. 
5) Déterminer les valeurs du paramètre réel m pour lesquelles le plan Pm coupe S selon un 


cercle de rayon ya. 
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\6/ APPLIQUER 


On considère les points A( 2,0, - 1 ), B(0,0, - 1) ; Pensemble S des points M (x, y, Z) tels que : x° 
+y? +z’ -2x+2z+1=0 etle plan P: x+z -1 =0. 
1) a) Montrer que S est une sphère dont on déterminera le centre I et le rayon R. 
b) Montrer que A et B sont diamétralement opposés sur S 
c) Déterminer une équation cartésienne du plan Q tangente à S en A. 
2) Vérifier que P coupe S selon un cercle C dont on déterminera le centre H et le rayon r. 
3) On considère le point M(1 +cos° æ, V2 cosæsinæ , -cos a) (æeIR) 
a) Monter que MA.MB = 0 que peut- on déduire ? 
b) Montrer que M e C. 
c) Déterminer les réels æ pour que OM soit maximale. 





APPLIQUER 

Soient À (-2, 1, -3) et B (0, 3, -5) 
1) Monter que l’ensemble S = {M_e é tel que AM BM = 1} est une sphère dont on 
déterminera le centre I et le rayon R. 
2) Soit P le plan dďd’équation x - y - z + 1 = 0. Montrer que P et S se coupent suivant un cercle 
dont on donnera le centre et le rayon. 
3) A tout réel m on associe l’ensemble Sm d’équation cartésienne : 

xf + y° +7% + (2+m)x-(4+m)y+(8-m)z+17+m=0. 

a) Montrer que pour tout me IR, Sm est une sphère dont on déterminera le centre Im et le 

rayon Rm. 

b) Déterminer l'ensemble des points Im lorsque m décrit IR. 

c) Montrer que les sphères Sm passent par un cercle fixe que l’on déterminera. 


S’ENTRAINER 


R= (0, i, j | k) est un repère orthonormé de l’espace. 
Soit S l’ensemble des points M(x, y, z) tels que : x? +y’ +7 —4x—2y-—2z E =0 


Soit le plan Pı d'équation cartésienne : x+y-z=0 
1) a) Montrer que S est une sphère dont ont précisera le centre I et le rayon R. 
b) Montrer que S A Pı est un cercle C dont on précisera le rayon r et les coordonnées de 


son centre H. 


+ | TRS > RE RE T 
2) On considère les vecteurs u =—=(i+k) et v=——{(i-2;-Kk) 
2 6" 


a) Montrer que le repère R’ (O,u,v)estun repère orthonormé de P1. 
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b) Soit M un point de P: de coordonnées (x, y, z) relativement au repère R. En désignant par 
(X, Y) les coordonnés du point M dans le repère R’. Calculer X et Y en fonction de x et y. 
c) Déterminer alors une équation cartésienne du cercle C selon le repère KR. 


S’ENTRAINER 
L'espace est rapporté à un repère orthonormé direct R(O;i, j.k), 


On donne les points A(—1,-1,4),B(2,02), C(1,-4,-1) et J (2,0,5) et soit P le plan (ABC) 


On considère l’ensemble S : x? + y +7 —2x—2y-8z+12=0 

1) Montrer qu’une équation du plan P est x-y+z - 4 = 0 

2) Montrer que S est une sphère dont on précisera le centre I et le rayon R. 
3) Soit le point N(m+1,0,2m+4) et u=2i+j+k 


Soit D, la droite passant par N et tel que u est un vecteur directeur. 


V14m° + 8m +5 


a) Montrer que la distance d(H,D,,)= T 


b) Déterminer les valeurs de m pour les quels la droite D,, est tangente à la sphère S. 


4) a) Déterminer la valeur de m pour la quelle les points A,B,C et N soient coplanaires. 
b) Existe-t-il m pour que le volume du tétraèdre ABCN soit égal à 11 ? 


Ngy S’ENTRAINER 


ABCDEFGH un cube de coté 1 
L'espace é est orienté par le repère orthonormé direct ( A , AB, AD ,AË) 
I=E*F K:centre du carré ADHE 
1) a) Vérifier que : BK = IG A IA 
b) En déduire l'aire du triangle IGA 
c) Calculer le volume du tétraèdre ABIG 
d) En déduire la distance du point B au plan AIG. 
2) a) Déterminer une représentation paramétrique de (EC). 
b) Déterminer les points de (EC) qui sont équidistant à (FB) et (HG) 


\Y S’ENTRAINER 


ABCDEFGH est un parallélépipède droit tel que AB= 3 et BC= AE =2 
A G 
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Soit h l'homothétie de centre I et de rapport 5 et tel que h(B) =A 


1) Déterminer le centre I de h et placer I. 

2) La droite (IC) coupe (AD) en C’ montrer que h{C) =C 

3) Soit E’=h(E), H'=h(H) 

Déterminer le volume de la pyramide IBCHE et en déduire le volume de la pyramide IAC'E'H' 


WP enn 
Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé (o, i 7! k), on considère les plans : 
P:2x-y+z+2=0,Q:x-y+2z+1=0 etle point I(2,, 7,2) 

Soit h l'homothétie de l'espace de centre I et de rapport 4 

1) Démontrer que P et Q sont sécants et déterminer une représentation paramétrique de leur 
intersection D. 

2) Déterminer l'expression analytique de h 

3) Soit D’ =h(D) Déterminer une équation paramétrique de D”. 

4) On se propose de déterminer une équation paramétrique de D’ en utilisant une autre 
méthode 

a) Montrer que h(Q) =Q 

b) Déterminer une équation cartésienne du plan P’ =h(P) 

c) Retrouver une équation paramétrique de D’ 


S’ENTRAINER 
Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé (O, i, à k ), on considère l'application f qui à 
X —2V a2 
tout point M(x,y,z) associé le point M’ (x’,y’,z’) tel que{ y'=2y-1 
g'=27+3 
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f. 
2) Soit S la sphère de centre A(1,1,1) etde rayon R=3 soit S’=f{(S) 
a) Déterminer le volume de S’ 
b) Déterminer une équation cartésienne de S’ 


y S’ENTRAINER 
On considère les plans Pi2x-y+5243-0et O:4x-2y+z+3=0. 


Déterminer une translation qui transforme P en Q. 
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NY S’ENTRAINER 


On considère un cube ABCDEFGH d’arrête a 


On considère le repère R AT AB AD -AE | 
a 

1) Quelle est la nature du repère R. 

2) Soit M le milieu de [CG] Calculer en fonction de a le volume 

de tétraèdre FC HM 

3) Soit h l’homothétie de centre H et de rapport k =-2, À 

F’ = h(F) et C’= h(C) Le plan P passant par F’ et parallèle à (FGC) coupe (GH) en G’ 

a) Montrer que G’=h(G) et en déduire M =h(M) 

b) En déduire le volume de tétraèdre HF’C’M’ en fonction de a 

4) Dans toute la suite de l'exercice on considère a = 1 

Soit la sphère S circonscrite au tétraèdre FCGH 





a) Montrer qu'une équation cartésienne de S est xX +y +2 —x—-y—2z=0 


b) Déterminer l'expression analytique de l'application k ” réciproque de h. 
c) En déduire une équation cartésienne de la sphère circonscrite au tétraèdre F CG. 


y S’ENTRAINER 


L'espace E est muni d’un repère orthonormé direct (O, i, j,k). 
On donne les points A(0,1,1), B(1,3,3) et C(-3,—2,1). 
1) a) Calculer AB: AC. En déduire une mesure en radian de BAC 
b) Calculer AB À AC puis donner une équation cartésienne du plan P = (ABC). 


c) Déterminer le volume v du tétraèdre OABC. 
2) Soit t l'application de E dans E qui à tout point M associe le point M” tel que : 


OM = AB À OM + AM a MB + OM 

a) Montrer que t est une translation de vecteuru =-j+k. 

b) Donner les expressions analytiques de t. En déduire les coordonnées du point A'=t(A). 
3) Soit (S) l'ensemble des points M(x,y,z) de E tel que : xX +y°+z"-2y-2z-7=0 

a) Montrer que (S) est une sphère dont-on précisera le centre et le rayon. 

b) Montrer que S'=t(S) coupe P = (ABC) suivant un cercle (C) dont-on précisera le centre 


Hetlerayonr. 


Yy S’ENTRAINER 


Soit ABCDEFGH un cube d’arête AB = 1 et I= AxD. 
On muni l’espace du repère orthonormé direct(A, AB, AD, AË). 
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1) a) Déterminer une équation cartésienne du plan (BIG). 
b) Calculer le volume v du tétraèdre BIGE, en déduire le volume v'du tétraèdre image de 


BIGE par l'homothétie h de centre A et de rapport -2 

2) Soit (S) la sphère de centre E et de rayon 1 et (S') = t-z (5). 

l2 1 
—,—,—) . 

3 3 3 

b) Montrer que(S') coupe (BIG) suivant un cercle (C') dont-on précisera le centre et le 


a) Montrer que (S) est tangente au plan (BIG) au point O( 


rayon. 
c) Montrer que (OB) est tangente à (C' en O. 


3) Soit A l’ensemble des points M de l’espace tel que OBAOM=OE. 
Vérifier que G appartient à À et que Aest une droite parallèle à (OB). 


S’ENTRAINER 
Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct (o.i, j,k), on considère les points 
A(1,3,2) B(1-1,-2) et C(2,4,1). 
1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. 


b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x—-yV+Zz-1=0 

2) Soit S la sphère d'équation X^ + y” +z° — 6x -2z -4 =0. 

a) Déterminer le centre I et le rayon r de la sphère S. 

b) Montrer que la sphère S coupe le plan (ABC) suivant le cercle (T) de diamètre [AB]. 
c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (T ). 


3) Soit h l’homothétie de centre C et rapport 3 et S' l’image de la sphère S par h. 
a) Déterminer le rayon de la sphère S' et les coordonnées de son centre J. 


b) Montrer que le plan ( ABC) coupe la sphère S' suivant un cercle T: 


c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (T à en un point E que l’on précisera. 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Bac 2007.2008 session Principale) 


L'espace E est muni d’un repère orthonormé direct (oi Tek). 


On considère le tétraèdre ABCE tel que 4(1,0,2), B(0,0,1), C(0,-1,3)et AE = AB A AC. 


1) a)Vérifier que E a pour coordonnées (0, 2, 3). 
b) Calculer le volume du tétraèdre ABCE. 
2) a) Soit P le plan d'équation : x—-2y-z+5=0. Montrer que P est parallèle au plan (ABC). 
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b) Soit K le point définie par : 2KE + KC =0. Calculer les coordonnées du point K et vérifier 
que K appartient au plan P. 
3) Soit h l’'homothétie de centre E qui transforme le point C en K. 

a) Déterminer le rapport de h. 


b) Le plan P coupe les arêtes | EA] et [EB] respectivement en I et J. 


Calculer le volume du tétraèdre EIJK. 


74 SUR LE CHEMIN DU BAC 


->  — — 


Soit (O,u, V, w) un repère orthonormé direct de l’espace. 


Dans la figure ci-dessous OABC est un tétraèdre tel que OA = Su, OB=5v OC=10w et 
] est le point de coordonnées (3.3.3). 
1) Vérifier que plan (ABC) a pour équation 2x +2yY+Z—10=0. 
2) Soit S la sphère de centre I et de rayon 3. 
a) Quelle est la position relative de S et du plan (ABC) ? 
b) Montrer que S est tangente aux plans (OAB), (OAC) et (OBC). 


3) Soit k un réel non nul et h l’homothétie de centre O et de rapport k. 
On désigne par S', la sphère image de S par h. 
a) Montrer que S' est tangente aux plans (OAB), (OAC) ét (OBC). 
b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles S' est tangente au plan (ABC). 


4) Déterminer le centre et le rayon de la sphère tangente intérieurement aux quatre faces du 
tétraèdre OABC. 





NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


La figure ci-dessus représente un cube ABCDEFGH d'arête 1. 
On désigne par I et J les milieux respectifs des arêtes [BC] et [CD]. 
Soit M un point quelconque du segment [CE |. 


Dans tout l'exercice, on se place dans le repère orthonormé 


—D D  —— 


(A; AB, AD, AE). 





1) a) Donner, sans justification, les coordonnées des points C, E, I 
et |. 
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b) Justifier l'existence d’un réel t appartenant à l'intervalle 0:1], tel que les coordonnées du 





point M soient (1 -t;]— tt). 
2) a) Déterminer une équation cartésienne de plan médiateur du segment [I l 


b) En déduire que le triangle MIJ est un triangle isocèle en M. 


c) Exprimer IM° en fonction de t. 
3) Le but de cette question est de déterminer la position du point M sur le segment [CE] pour 


laquelle la mesure de langle IMJ est maximale. 


On désigne par 0 la mesure en radian de l'angle IMJ. 


a) En admettant que la mesure © appartient à l'intervalle | 0; r | , démontrer que la mesure 


0 
0 est maximale lorsque sin 2) est maximal. 
2 


b) En déduire que la mesure 0 est maximal lorsque la longueur IM est minimale. 
c) En déduire qu’il existe une unique position M, du point M sur le segment [EC | telle que 


la mesure de l'angle IMJ soit maximale. 





k or e a 


N7 QCM ; VRAI OU FAUX 
1) Vrai En effet : 
OM À MA + OM À MB = 2M0 À MC 
& OM À MA + OM À MB - 2MO À MC = 0 
«3 OM À MA + OM À MB + MO à 2MC = 0 
< OM{MA + MB + 2MC) 0 
OM À 4MG = 0 
(Avec G est la barycentre des points 
pondérés :(A,1), (B,1), (6,1) 
<> 4(0M A MG)-0 
& OM A MG = 0 
OM et MG sont colinéaire 
& M e(OG) 
2) a) Vrai en effet : 
(u+v)a(u-v)=(u+v)au-(a+v)as 
=(uau)+(vau)-(uav)-(vav) 
=OÜ-uAV-UuAVv—Ù 
= UAV-UAY 
=-2{uav) 
=—2uav vrai 
b) Vrai en effet 
On a (v; u, u AY) est une base direct Alors 
(v, u, u AY) est indirect 
Alors (y, a u A vest direct 


c) Faux : contre exemple 


4 | 
l 


— 
u 


F-E (e) 








On UAV=W et u n'est pas orthogonale à 


V— UZÆVAW 


V7 APPLIQUER 





x=3+2a 
ORe a Di v=l+ 3: GEeR et 
3=-2+5a 
x =—2+4f 
D'y=-3+3 teR 
3=-1+5 
2 = 
2) u| 3 | estun vecteur directeur de Det y| 3 
5 i 
est un vecteur directeur de D’ 
2 4 > 
3 3 = 6 - 12 = -6 +0 alors u mest pas 
colinéaire à v alors D et D sont 
sécantes 
ou 


non coplanaires 


* Cherchons DA D"? Ona: 3+24 =—2+4t 
1+3a = 43 +3t 


-2 +5a 4-1+t 
On choisit (1) et (2) pour déterminer t et a et on 
vérifié dans (3) 


3x] 2a —4t=—-5 
2x | 3g —3t =—4 
6æ—12t = -15 
6g — 6t = -8 
7 
W= Se 
Ea TEE VEE I T A = 
2 3 2 
7 à l 
> Q =——— =—— 
s S: 6 


Vérifiant dans (3) on a: 

-2+5 " pja car ala 
6 6 6 6 

D'où DND= Q 


— Ħa; Corrigé 


Conclusion : D et D’ ne sont pas coplanaires 
2 
3) Öna: D//P alors ,;|3|<ep etDY/P alors 


5 


4 
vl 3 |ep D'où (u,v) est une base de P. 


] 


à «3 
s il 
a es —12 
On a n=uUAYV + 3 | à est un 
S i 
—6 
24 
S ia 


vecteur normal à P 
YE 2 
Ona n|jg |alors e _3| est un vecteur 
6 


—6 i 


normal à P. 

Ona:P: ax+by+cz+d=0 

d'où P :2x-3y+z+d=0 

On a: A(1,-1,3) €e P & 2+3+3+d=0 
 d=-8  D'où:[P:2x-3y+z-8=0) 


4) Q:x-y+z2+2=0 et P :2x-3y+z+d=0 


l 
—] 
l i 
un vecteur normale à P. 


l 2 2 
i 3 =(-3)-(—-2)=-1Z40 alors n et 


n' ne sont pas colinéaires. 
D'où: P et Q sont sécants selon la droite 


2x—-3y+z-8=0 
ada Arg 


2 
+ Là est un vecteur normal à Qet>| _, | est 








x—y+z+2=0 
APPLIQUER 
P,= {M (x, y,2) tels que 
mx+(2m-l)y+(m+1l)z-2m+1=0. 
a=0 m =0 


2m—1=0 
é=0 m+l=0 


DD + 





0 
> Fra impossible 
2 


D'où pour tout 7m € R, on a (a, b, c) # (0, 0, 0) d'où 
P, estunplan VmeR. 
2) Si M(x, y, z) est un point fixe pour P, 
< VmeR ,M(x,y,z)eP, 
< YmeR ,mx+(2m-ly+(m—-1l)z-2m+1=0 
< YmeR , mx+2my-y+mz+z-2m+1=0 
SVMER, mx+2y+z-2)-y+z+1=0 
VmeR 
x+2y+z-2=0 

nan 
C'est l'équation cartésienne d’une droite A. 
* Onpose: y= «. 
(2)=-a+z+1=0—=z-=a-l1l 
(D=x+2a+a-1-2=0—=x-3-3a 

X=3-34 

d'où A:4y=@ :aeR 


z=a@-Îl 


V7 APPLIQUER 


P,:mx+(2m-l)y+(m+1)z-2m+1=0 
x=3+24 
D :4y=1+3a 
3=-2 + 5g 


. QER 


m 2 
N _|2m-—1 | estun vecteur normal à P, et q| 3 
m+l 5 


est un vecteur directeur de D. 
U.N =2m+3(2m-1)+5(m+1)=13m+2 D'où 


ILN, SuN, =0613m+2m=-Ż 


13 
alors u n'est pas orthogonal à V, alors P, et D 
sont sécants. 


* Si mi? alors ulN, alors D//P, 
13 ee T 








— E, Corrigé -E D 


Ona: P; (agho 
2 (3) (13 13 13 
> —2x-17y+11z+17 =0 
Ona: /(3,1,-2)e D 
et (-2)x(3)-17(1)+11x(-2)+17 4 0 
alors Z gP.. 
B 
On conclut que : D et strictement parallèle à P, 


13 
\N7 APPLIQUER 


x? +y’ +z -4x+6y-3=0etPm:2x+y+2z+m= 
0 (m € IR) 


6) S:(x-2) +(y+3) +7 =4+9+3=16>0 
S est la sphère de centre T (2, —3, 0) et de rayon 4. 


7) Soit le point A(0, -1, V8 ) 
On a: 


0?+(-1) +18" -4x(0)+6(-1)-3=0= 4e S* 
2 
AI| —2 
8 
= Q:2x-2y-V8z+d=0 
A(0,-1,8)eQ00+2-8+4=-0 d=6 
D'où O:2x-2y-V8z+6=0 
= O:x-y-V2z+3=0 
_[4-3+0+m| |m+] 


est un vecteur normal à Q 


8): aE, 
) V4+1+4 3 
ep W) ea AR) 
j 9 
m 00 —13 11 +00 
EART a 0e + 
SAE Ø cercle y) 
l point l point 


9) 8e ]-13,11[ alors Æ coupe S selon un cercle 


A 


(Ar) 


"d =ar 


fee ET sra 


{H}= DAOR, avec D est la droite passant par I et 


perpendiculaire à R 


Ona: j i est un vecteur directeur de D alors D : 
2 
x=2+2a 
y=-3+a4 ,aekR 
Z= a 


HeD &H(2+2a,-3+a,2a)aeR 

H e R &2(2+2a)+(-3+a)+2(2a)+8=0 

& a =-1& H(0,-4,-2) 

10) SiP „ coupe S selon un cercle de rayon r=V2 
Pr 


Ked +(v42 


S(m+1) 09x14 m=3V14-1 ou m = —3)14 1 


\/ APPLIQUER 


A ( 2,0, - 1) , B(0,0, - 1) 
S:x° +y? +z -2x+2z+1=0 etP: x+z -1 =0. 
4) a)x?+y?+z’-2x+2z+1=0 


a=—2,b=0,c=2 et d=1 


(m+1) iD 


ER : 


2 2 2 
LS E E T, 

4 4 
D'où S est la sphère de centre I( 1,0,- 1 ) et de 
rayon R=+Vh =1 


b) Il suffit de montrer que À ES et I = A*B 
“On a 22+07+(-1) -2x2+2x(-D+1=4+1-4-2+1=0 d 
où AES 


x X, +X 
Ona BR =]=x, à 


Zi +Z 


B =—]=2, 


sa =0=y; et 


d’où I=A*B 
Conclusion: A et B sont diamétralement opposés 
sur S 

1 
c) Q passe par A et JA | 0 


0 


est une vecteur normal 


d'oùQ:x+d=0 
Or A(2,0,-) EQ &2+d=0&d=-2 
Conclusion Q :x=2 





— E; Corrigé 


5) anpii 
JP +7 Ne 
le cercle C de centre H et = sun 


r= R-P -7 


*{H } =P{) D où D est la droite passant par I et 


< R D'où P coupe S selon 


perpendiculaire à P 
l 


On a N, | 0 est un vecteur directeur de D d'où 
l 
x=1+a 
D:ly=0 aeR 
z2=-1L+@ 
Ona: HDSH(1+a,0,-1l+a) @ekR Ona: 


HePes (L+a)+(-1+a)-1=0S a => 


D'où Hç 0, -2 


6) M(1 +cos’ æ, V2 cosæsinaæ , -cos a) (a IR) 


a) Ona 
l-cos a —1-cos a 
MA| -/2 cosæsinæ | et MB|-V2cosæsina 
—1+cos" g -1+cos gq 
D'où 


MA.MB = (1- cos? æ)(—1 — cos? æ) + (V2 cos æ sin æ) 


ER) cos æ sin œ) + (-1 + cos’ æ)(—1+ cos? a) 


2 2 4 2 3: 2 2 
=] -cos æ+cos a +cos æ+2cos asin’ a+cos «a—-2cos d 


4 2 si. 2 2 
= 2 cos a+2cos asin“ œ—-2cos a 


= 2 cos æ +2cos° a(l1— cos? æ)-—2cos” æ =0 
D'où M ES 
b) Ona C=Pf]S etM eS d’où pour montrer que M 
e C il suffit de montrer que MeP On a 
(1+cos?’æ)+(-cos?a)+1=0 alors M eP 
Conclusion M eC. 
c) Pour toutxeIR on a: 
5 2 2 
OM = (1+ cos“ a) + (V2 cos a sin a) -(- cos? a) 
1+2cos° æ +cos* æ +2cos? æsin? æ+cos* æ 
1+2cos° æ +2cos* æ +2cos? asin’ aq 
1+2cos° æ +2cos° æ (cos æ +sin” æ) 
| E T À Ce 


= 1+4 costa 

OM est maximale si cos g=1 <>d'où cosæ=l 
oucosæ=-l a=kz (keZ) 

4) 


l 





N/ APPLIQUER 


ii SSMeEC 
tel que AM BM = 1}, A (-2,1,-3)etB (0, 3,-5). 


Kk F2 X 


AM |,1 | BM |53 
273 z+5 

On pose M(x,y,z) MeS & AM BM=1 
& x(x+2)+(y -1)(y -3)+(z2+3)(z +5) =1 


Sx’ +y’ +z’ +2x -4y +8z +17 = 0 


S(x+1) +(y-2) +(2+4) =4 

d'où S est la sphère de centre /(—1,2,-4) et de 
rayon À =2 

g a(LP)= Hire A LE à R 


TESTS J3 


D'où P coupe S selon un cercle C de centre H et de 
rayon r avec : 


e 


{H}=DNP où D passe par tel que 
=f] f 
n, | _, | est un vecteur directeur 

=] 

x=—l+4a 


D{y=2-& (&@EIR) 

z=-4-@ 
H e D & H(-1+a2-a 4-a) 
HeP&(-1+a)-(2-a)-(-4-a)+! 


-063a +2=0 a=- 


3) Sm:xX? +y? +7? + (2 +m)x-(4+m)y+(8-m)z 
+17+m=0. 
d) a =2+m, b ={4+m, c =8-m d =17+m 
fe UE S g 
h = — + — + —-d=-m -2m+4>0 
4 4 4 4 
Ym € IR 


(arA' = -2 <0 eta =Ż > 0) 














— Ħa Corrigé 


Vm € TR, 


je (5m D M 
2 2 





D'où Sm est la sphère de centre 


À g >m] et de rayon 
2 


e Esl. aba as -TE A rt. melR 
2 2 2 


On pose : 


XX = 


Lyp) ep. = 


Zz SALEM 
2 


C'est l'équation paramétrique d'une droite 
ASE =A 
N M(x,;y,z)eS 


& x +y +z’ +(2+m)x 


"Yy Ee IR 
x-(4+m)y+(8-m)z+17+m=0 
e (x° +y’ +z’ +2x-4y+8z+17)+m(x-y-z+1)=0 
YVmEIR 

x +y +z +92x —4y +8 +17 = 0 (S) 

X = a F 0 (P) 
d'après 2) S coupe P selon le cercle C de centre 
H-2., -2) et de rayon 2 

3 3 

Les sphères Sm passent par le cercle fixe C. 


S’ENTRAINER 


1) Sex? + y? +z’ -4x-2ÿ 224 = 0 


Conclusion : 


a) $:(x-2) +(y-1) +(2-1) =4+14 +1-2= -220 


— S est la sphère de centre I(2, 1, 1) et de rayon 


[a =$ h? =) 
à 2 


D'ou À coupe S selon un cercle C de centre H et de 





rayon r 


a ut 
JR -d- ss per 
; V23 V6 & 


(H}=D'NP 
Où 

l 
] est un vecteur directeur de D’. 


=] 


D’ est la droite passant par I et tel que 


n 





2 


x=2+a 
Ona: p'/y-11o QER 

z=]-ga 
Ona: HeD & H(2+a,l+a,l-a),aelIR 
Ona:HeP&(2+a)+(1+a)-(1-a)=0 
3a+2=0@ a =-< 


D'où: H(2-21-24à conclusion H($, 1 3) 
3 13 3 3 33 


2) R'(O,u,v) 

a) Ona:OEP 

‘un = +0-7=0 um alors ueP 

= — 2 l mi = 

V.H +0 y | n alors vef 
=e N | 








= 0 alors U L V. 


D'où Eee est un repère orthonormé du 


plan À 
D MEI ha € MAX FT 
OM =OM & xi+yj+zk= XU +YV 
= a e D CNE DOTE 
&xi+yj+jk =—\i+k)+—{i-2j-k 
xi+yj+ j UE as 
<&xi+yj+ jk = AL Aa P C 
re R T 
X Y 
x = >= + — 
2 6 
47 = Er Li 
on SR a 
"NT 6 
or X+y=Z 
X Y 
Le X =xV2+y E 
V2 46 
me y << pa 
-2 -= = y Pi Lip ES 
6 2 


— M; Corrigé 


D'où l'équation de C dans R est 


38) (r£) Ji 
2 6 6 


V7 S’ENTRAINER 


L'espace est rapporté à un repère orthonormé 
direct R(O,i, j,k), 

On donne les points A(-1,-1,4) ,B(2,0,2), C(1,-4,- 
1) et] (2,0,5) et soit P le plan (ABC) 


1)0na: n= AB A AC est un vecteur normal à P 


—]1 
Ona:>;|,, |alors P:-11x+11y-112+4=0 


-11 
B(2,0,2)eP&-22+0-22+d=0< d =44 
 P:-11x+1ly-11z2+44=0 
P:x-ÿy+7-4-0 
2) x+y +z —2x—2y-8z+12=0 
x -2x+y -2y+z -8z+12=0 
e (x-1) -1+(y-1} -1+(2-4) -16+12=0 
S(x-1) +(y-1) +(2-4) =6 
D'où S est une sphère de centre I (1,1,4) et de 
rayon R = 46 
3) N(m+1,0,2m-4) 


D „est la droite passant par N et tel que u est un 
vecteur directeur. 
[HN AU] 
d 
(-1-2m) +(3m) +(m+2) 

V6 

V14m° + 8m +5 
V6 


b) D est tangente à la sphère S si 


m 


d(H,D }=R si Vidm”+8m+5 
y» er -ns 


a) d(H,D,) = 


3 
y S’ENTRAINER 





si 


14m? + 8m +5 = 36 = 14m° +8m—31=0 

4152 ,_-4+15V2 
j « 14 

4) a) A,BCet N sont coplanaires si NeP Si 


(m+1)-0+(2m+4)-4=0 Si m = 


A'=b"-ac=16+14x31=450 = m= 


b) V(ABCN)= 11 ? 
on a 


-11 m+2 
y (4BCN)=}|(A814C).AN|  A4BAA4C|u | ,AN|1 
i 1] 2m 


L(-11)(m+2)+11-11x2m|=Żj-11m-22+11-22m|=5|-11-33m| = + 3m 
On a: V(ABCN)=11 alors + 3m = alors 


+3m|=6 Alors 1+3m=6 ou 1+3m=—6 


1) a) BK=IGAIA? 


B(1,0,0), Kfoz.s) G(11,1), A(1,0,0), EU 























1 t _1 
Fr 4 _| 2 
*BK)-|  *IG|1 |, * JA] 0 
i 0 T 
2 
0 -i 
-Í 
l l 
IGAIA|-| ‘| =IFAIA| - |=1IGAIA-BK 
2 
0 —1 1 
E i 
2 2 
l 0 
b) tea) Lampe L he TL a 
2 2 2 4 4 + 
D ae aa 
c) V(IBGA) = (GA) = -IBKIB 
A £ 
Ura > _|? 
BK , IB|0 





— Ħa Corrigé 


= BK.B=--+0—=-12 V(IBGA)= 
d) Soit h = d(B, (IAG)) 


à 
6 


On a V(IBGA) = Aire(IAG).h 
1_1 V6 2 
h = 

FA RE 


2 8001, c(1L0), m | 


1 


y 
3 


X=0 
d'où (EC):4y=0 (a e R) 
z=1-0c 
b) ME(EC)& M(a, a l-a) :aeR 
|BMABF| [HM À HG] 


si d(M, (FB))=d(M, (HG)) © [BF] [HG] 


a-l 0 a 
m. | alo STAT ie 
l-a l 
a l 0 
a HM al D SmI | 
-Q 0 l-a 


d(M, (FB))=d(M, (HG)) de tl-a) +0 _y0+0° +(1-a)" 


l 1 
VraiVaeR 
D'où tous les points de (EC) sont équidistants de 
(FB) et (HG). 


Ny S’ENTRAINER 





Le) 








GR 





sl 


wdi 


& 4IA-IB=0 
& I est le barycentre des points pondérés (A, 4), (B, —1) 
AÏi--2A8 
3 
Dans le plan (ABC) ona Ce (BC) N(IC) 
= h(C)eh((BC))nh{(IC)) 
e  h{(BC)) est la droite parallèle à ( BC) et 
passant par rig A 


= h((BC))=(AD 
© h{(IC = C) car I est le centre h 
D'où h(C)e(AD a (IC)=h(C)e{C} >h) =C 
V(IBCHE)? 
Soit le repère orthonormé direct 
rfa, Li 5 AR 
3 ; 
V(IBCHE) = V(IBCH)+ V (TECH) 
bu ed ME cine 
V(IBCHE) =- |(B A 1C) H| +- [TE ~ 1C) H| 
I(-1, 0, 0), B(3, 0, 0), C(3, 2, 0), H(0, 2, 2), E(0, 0, 2) 


4 4 0 
Ona: IB| 0 |, IC| 2 = IBA ICI 0 
0 0 8 


_4 
= (IE AIC)(G 
2 
= (BAIC). IH=-4+16+4=16 
D'où V(IBCHE) = 16,16 _32_16 
tea pe 


e  h(I)=I 


— Ħa Corrigé 


=u 
Il 
> 


(B) 
(C) 
(H) 


=i 
Il 
Q 


D* 
Il 
T 


=ý 
Í 
cal 


E) 


V(ACHE") [TA A10) |+ -|(A)| 


V (IAC'H'E') = Ż|(KTB A KIC) KIT |+| (KTE A KTC) KTH | 





V(IAC'H'E') = e (BAIC)IH IE ~ IC) IE ) 


| 16 i 
V(IAC'H'E')=|K|V(IBCHE)=—.—-— 
2ème méthode : 


V (IBCHE) =- Aire(BCEH).h avec h =d(I,(BCEH)) 


NY S’ENTRAINER 
2 


TL) + i est un vendeur normal à P. 
n 


l 
1 


a '| 1 (est un vecteur normal à Q. 


z 
On a 2, Zl alors n et n'ne sont pas colinéaires 


alors P et Q sont sécants selon une droite D. 
D: 2x-y+z+2=0 
x—y+2z+1=0 

On pose Z = &@ (a € IR) alors 

2x mytat = 

x—-y+2a+1=0 
LL, => x-0-1I 
L = y=2x+a+2-2a-2+a+2=3a 
AI x=-]1+a 

OPS D =30 , ER 

zcn 


2) L'expression analytique de h est : 


x'-2=4(x-2) nd 
y'-1=4(y-7) <> 4y'=4y-21 
z'-2=4(z-2) z'=4z-6 





3) D'=h(D) soit M(x,y,z), M'(x',y'z!) 
tel que h(M) = M' 

M'e D' S MeD < 

x=-]+g& 


y=3a „QER 











Z=Œ 
x'+6 
=-|+a 
+21 
ne = 34 „a EIR 
4 
z'+6 
= 
4 
x'=4a-10 
F DT re a wek 
z'=4a-6 
2ème méthode : 
°0na D'=h(D)= D//D 
1 


On a 2 3 est un vecteur directeur de D alors est 


1 

aussi un vecteur directeur de D. 

e Ona A(-1,0,0)eD soit A'=h(D) 

=, A'(-10,-21,-6) est un point de D' d’où 
x=-10+@ 

D':] y=_21+3a ,aeR 
z=-6+a 

4) ajona2-7+2xX2+1=0 

alors h(Q)=Q, 

bjonaP'=h(P) —. P'|P 


2 m 
On a - i est un vecteur normal à P alors nest 
n Sammi 


= IeQ 


l 
aussi un vecteur normal à P’. 
d'où P':2x—-y+z2+d=0 
eona: 
B(0,2,0)EP soit B'=h(B)= B"-6,-13,-6) 


ona 


B'eP = -12+13-6+d=0 => d=5 


D'où |P':2x-y+z+5=0 





— B; Corrigé 


2ème méthode : 











: ; 7 S’ENTRAINER 
Soit M(x,y,z) et M'(x',y',z') tel que h(M)=M' 


On a 


M'EeP' & MeP & 2x-y+z+2=0 


X+6 v+21.2z+0 


< 2 -- +2=0 





4 4 
& 2(x'+6)-(y'+21)+(z'+6)+8=0 
<> 2x'-y'+z+5=0 


S P 2x -Y+2+3=0 








c) 
Où a D=PAQ = h(D}=h(B}"mh(0) 
>D = PAg 
= y 2x—-y+z+5=0 
x—y+2z+1=0 


On pose z= q où a eIR 
2X—-Y=-5-Q 
APE 
L,-L, > 
L,=y=x+1+2a=(-4+a)+1+2a =3a -3 
x=-4+a 


LS ' 
D'où D’: y=-3+3a, aeR 


À 
Ny S’ENTRAINER 


1) L'expression analytique de f est de la forme 
x'=kx+a 


y'=ky+b 
z'=kz+ce 


aveckeR, {0,1} 


Alors f est l’homothétie de rapport k=2 etde 
centre le point invariant 1(2,1,-3) 


2) a) On a S' de centre A'=h(A) et de rayon 
R'=kIR=6 


D'où le volume de S' est 
? 4 3 4 3 
V"=s= a R= axo = 288a 
3 3 
b) on a A'=h(A) = A'(0,1,5) est le centre de S 


d'où S':x2 (y1) +(2-5) =56 


P:2x-y+-z+3=0€t O:4x-2y+z+3=0. 


2 4 

„| —1 | estun vecteur normal de P et n'| —2 | est 
1/2 1 

un vecteur normal de Q 


Ona n'=2n alorsn' et n sont colinéaires alors 


P//Q 
A(-1,1,0) est un point de P et A’(0,1,-1 ) est un 
point de Q 


La translation de vecteur AA’ transforme P en Q. 
En effet l'image de P par fz est le plan parallèle à Q 


et passant par t-z (4) =M 


Ny S’ENTRAINER 


1) R est un repère orthonormé direct 
21F 6,0.) s; CG:2.,0), 60.23.19 MG a." 
2 


V- {FC FH) FM| = llaet(FC, FF, ni) 
6 6 








d O —a 0 
F*FCla |; FHla | , FMla 
0 O _a 
0 —-a 0 
dét{FC,FH,FM )=|a a Lg 
g WEL 
2 
—a 0 
—a 
=0—a4a al+(—a) 
— — a 
2 
3 3 
SAE 
P 2 
D'où E dE, à 
à 2 
3)h=h;% h(F)=F MESCE 
a) Ona 


G e (GH)N (FGC) alors A(G) € h ((GH))N h((FGC)) 
* A((GH))= (GH) 
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* h((FGC)) est le plan passant par REJ =F 
est parallèle à (FGC) alors 4 (( FGC) ) =P 
D'où 
h(G) e (GH)NP > A(G) e {G'}> h(G)=6G' 
OnaM=G*C alors A(M)=h(G)*hA(C) 
dors M = GG 
(car h conserve le milieu d’un segment) 
b) Volume 


(HF'C'M') = (FC AFE) FT =- |(KFC A KFH ).( KFM ) 


(FCFA) FM 
gp = 2,3 
3 


4) a=1 => F (1,0,1);C(1,1,0);G (1,1,1); H (0,1,1) 
a) S: +y taz -x-y-2z=0 
On a S est une sphère ou un point ou l'ensemble 
vide | 
Ona: F +0 +E -1-0=0=-0—4EeS 
+1 +0 -1-1-0=0>BES 
f +r-i-l-l=05 GES 
0 +1 +1 -0-1-1=0>H Es 
D'où S est la sphère circonscrite au tétraèdre FCGH 
b) h’ =h H 
) h a) (0,1,1) 
2 
Soit 


M{x',y')z')) et M(x,y,z) ona h“(M')=M 


sente, 


Sh'(M)=M © HM =- HM" 


Z=. 


2 2 
Soit S'= A(S) 
On a: S est circonscrite à FCGH, alors §' est 
circonscrite à F''C'G'H ' image de FCGH par h 
Ona M'(x',y',2)eS"e M (x,y,z) ES 


S x +y +z -x-y-2z=0 


524-266; 
ex"%+(3-y) +(3-z) +2:-2(3-y')-2(3-z')-0 


& x°+y"+z"4+2x'-4y'-4z'+6=0 
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S’ENTRAINER 


A(0,11) , B(13,3) et C(-3,-2,1) 








1) a) 
1 _3 
AB| 2 AC| -3 
2 0 
ABAC=-3-6+0=-9 
* ABAC- AB.ACcos|BÂC) = cos{BÂC) = es 5 TR "e 


vo 


alors BÂC= rad 
4 


6 
b) AB À AC —6 
3 


On a AB À AC est un vecteur normale de P 
=> P:6x-6y+3z+d=0 


Or A(0,1,1)EP=-6+3+d=0=d=3 
=> P:2x-2y+z+1=0 


c) v= (ABAC) A0|--|0+6-3=7 
6 6 2 
2) a) 


«+ OM + MM = AB À OM + AM a MB + OM 
à MM = ABA OM + AM A MB 

à MM = AB « OM + AM À (MA + AË) 

& MM' = AB À OM + AM À MA + AM ^ AB 
à MM = AB à OM + AM À AB 

5 MM- -OM a AB+ AM a AB 

& MM = (MO + AM) « AB 

& MM' = AO À AB 


D'où t est la translation de vecteur AO A AB 


b) Ona ;5 l AË i alors 
-1 2 
0 AS < 
AG AAB| -1 | OÙ (M)=M'& {y =y-1 
l z =z+1 
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On a: A(0,1,1) alors A'(0,1—1,1+1) alors 

A' (0,0,2) 

3) Six +y tz -2y-2z-7-0 
S:x?+(y—1) -1+(z-1) -1-7=0 
S:x°+(y- 1) +(z- 1) =p 

donc S est la sphère de centre A (0,1,1) et rayon 3 


b) S de centre A et de rayon 3 alors S' de centre À 


et de rayon 3 
P:2x-2y+z+1=0 


p 2x0-2x0+1x2+1] 


d(A',P) =]<R' 


donc S' coupe P suivant un cercle Ë 
r=VR?-d° =V9-1=N2 
.(H} =(AH)NP 
2 
On a ;,| _ | est un vecteur directeur de (A'H) 
1 
x =20 
(A'H):4y=-20 QE R 
z=Q+2 
He(A'H) © H(2a; -2a; a+2), a eR 


HeP e 4at4atat3=0 690-30 


Donc H +55 
e 


A spams 


172) On a B(1,0,0) , (00) 


1,1) 


Bil = |, BG|1 
2 
“44 


a est un vecteur normal à (BIG) 
=> BIABG|1I 
—] 


= (BIG):=x+y-z+d=0 


TIE 


Be(BIG) <> = +0-0+d=0 re d=- 


Ga 


D'où (BIG):5x+y-2-—0 


(BIG):x+2y-2z-1=0 


PSs +S'=t(S)  E(0,0,1) 
0+0-2-—1| 
a) d(E, ro) rer 


Alors S est tangente au plan (BIG) 

Soit O le point de contact de (BIG) et S 

on a {O} =A N(BIG) avec A est la droite 
passant par E et perpendiculaire à (BIG) on a 


l 5 
a| 2 | estun vecteur normal à (BIG) =>> N est 


—2 
un vecteur directeur de À. 
= 
On a À: y=2a _aeR 
z=1l-2@ 


OnaOEA & O(a,2a,1-2a), aeR 
Ona O e(BIG) © a+2(2a)-2(1-2a)-1=0 


<> 9a -3 =0 


e da= 


D'où of 12 2 1] 
3 33 


2ème méthode : 


On vérifié que le point of. 2 3) appartient à S et 
3 33 


à (BIG) 
c) Ona S de centre E 
Ona: AC=EG alors Ju (E)=G alors S'de 


centre G et de rayon 1. 


OnaGE (BIG) alors S' coupe (BIG) selon le 
grand cercle &'(G,1). 

c) Il suffit de montrer que Oec" et OB LOG 
*O0na O€ (BIG) 


Ona: GO = +, > OES' 
9 on. ÿ 
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Alors O e (BIG) A S' 


Alors O € £ ' 
2 2 
* Ona i à 
Gel). oa 
3 3 
l 2 
3 3 
4 2 <2 
On a OB TD = OBLOG 


D'où (OB) est tangente à G ' 
3) Pour vérifier que G € À il suffit de montrer 
que OB A OG = 0E 


2 2 1 
3 3 3 
On a L5 za 1i Je, 
OB| — | et OG| — | => OBAOG| — 
3 3 3 
-l 2 2 
3 3 3 
ie 
3 
Or OE cs 
3 
2 
3 


= 0BAOG=0E=G€EA 


*Ona 

OB A OM = OE <& OB ^a OM = OB A OG 
& OBAOM -OBA OG =0 

5 0B A OM -0B À (-0G) -0 

e 0B À (OM + 60) -0 

« OB À GM=0 

=. OB et GM sont colinéaires 


Alors M appartient à la droite A passant par G 
parallèle à (OB) 


S’ENTRAINER 


0 I 
1) 4) AB|-4|, AC1 
_4 _] 





on a 0 4 —4 alors ABet AC ne sont pas 
Lt 
colinéaires alors A, B et C ne sont pas alignés. 


8 


b) on a AB À AC! —4 | est un vert en normal à 


4 
ABC alors (ABC):8x-4y+4z+c=0 
A(1,3,2)e(ABC) alors 8—-12+8+c=0 alors c =-4 
Alors (ABC):8x-4y+4z-4=0 
Alors (ABC):2x-y+z-1=0 
2) S:x°+y +z —-6x-2z-4=0 


2 


a) S:(x-3) +y°+(z-1) =14 


D'où S est la sphère de centre [(3,0,1) et R =/14 


6-0+1-1| 6 
b) a(L(ABC) = 5 6<R 


alors ( ABC) coupe S selon un cercle [` 


> Soit r le rayon de T on a 
2 

r=/R?-(V6) =Vi4-6 = V8 

e Ona: 

1+3?+27-6x1-2x2-4=-1+3+4-6-4-4=0 

alors 


AES alors AeSN(ABC) alors AeT 
Ona: 
P+(-1) +(-2) -6x1-2(-2)-4=1+1+4-6+4-4=0 


alors 
BEeS alors BeSn(ABC) alors BeT 


e Ona: 


AB =N0 +474 47-4334 


Conclusion: Ael , Bel 
alors [AB] est un diamètre L 


et AB=2r 


2ème méthode : On détermine H le centre de [` et 
on montre que Ael et H=A*B 


0 l 
q One AB 4) AU] 

—4 —] 
Ona AB. AC =0+(-4)+(4)=0 
Š ABLAC alors (AB)L(AC) 


Conclusion : Dans le plan ( ABC) 
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[AB] est un diamètre de I et (AC)L (AB) a) Soit R' le rayon de S'o alors 
alors (AC) est tangente à | en A R'=|k|R =3xV14 =3V14 
3) h=h(C,3)  S'=h(S) + Que JS} À) 
Alors 
R "2 3 1 
G- a ly APE -12 On a |_| est un vecteur normal à P et 
= = ik 
E | 0 ~ 
1 
Alors ` 
FE est un vecteur normal à (ABC) 
x-= 5, ve a z,=1 = J(5,-8,1) LE 


b) Ona ( ABC) coupe S selon un cercle [` ln © 3 si ai 
On a n=-AEË alors N colinéaire à AE alors P est 
Alors h((AB C)) coupe h(S) selon le cercle parallèle à (ABC) 


=h(r ) b) On a 2KE + KC = 0 & 2(KO +0E)+(KO+OC) =0 
=> EA 2 E 1 Se PR Ti 
9r pA )) (ABC) oen (ABC) <> OK=—OE+—OC= j+ 3k alors K(0,1,3) 
passe par le centre de h 3 3 
D'où ( ABC) coupe S' selon le cercle 3) a) Soit k le rapport de h on h(C ) =E alors 
Frl EK=k EC 

me (T) D'autre part C Ona: 

c) Ona (AC) est tangente à IT en A 2KE + KC = 0 <& 2KE + (KE + EC) 0 

Alors h((AC)) est tangente à h(T) en h(A) EK _ LEC d'où 
ETH e 

Alors (AC) est tangente à l'en E= h(A) b) 

On a e Ona l’image de plan (ABC) par h est un plan qui 
Že “2 -3 lui est parallèle et passant par h( C)=K 

CE =3CA or CE| ys -4| et 3CA| -3 Alors h((ABC)) = P 


e Ona A e(EA)N (ABC) => h(A) e h((EA)) N h((ABC 
= h(A)e (EA)NP = h(A)e {I} = h(A) = 1 

e B e(EB)N (ABC) = h(B) € h((EB))N h((ABC)) 
= h(B) e (EB) N P = h(B) e {J} = h(B) = J 


E. 3 
Alors 


z= =l, yg=l et z =4 SE( 114) 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC Ona Volume (EIJK) = (Ha RTE 
1) A(1,0,2),B(0,0,1) et C(0,-1,3) DL, +. à 
: e =—|(x48 n kAC).(kAE)| 
1 1 prit. Lei 7 
a) Ona AB| o |: AC| -1| alors AB À AC] 2 T E 1 ] 
ajla À La 1 =|| - (4^ 4C). 45 == 
x-1 
On pose E(x,y,z) alors AE| y xy SUR LE CHEMIN DU BAC 
ana 1) A(5,0,0), B(0,5,0), C(0,0,10) 
nr T y=2,2-2=1 doù x=0,y=2etz= Soit Q le plan d’équation 2x +2y+z—-10=0 


e Ona:2x5+2x0+0-10=-0 &AEQ 
e Ona:2x0+2x5+0-10=0—=BEQ 


b) V(ABCE) = [a , AC)AE|- TAEAE] - =1 | ; 
e Ona:2x0+2x0+10-10=0 = CeQ 


2) a) P:x-2y-z+5=0 
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= Q=(ABC) = (ABC):2x+2y+z-10=0 
6+6+3-10 
2) a) afua e 5. 


V4+4+1 3 


alors S et ( ABC) sont sécants selon un cercle s 
b) (OAB):z=0 ,(OAC):y=0 et (OBC):x=0 
on a d(I, (OAB))=d(I, (OAC)) 

= d(1,(OBC))=3 


alors S est tangente aux plans 


(OAB), (OAC) et (OBC) 
3) h=h,, h(S)=S 
a) h(OAB)=(OAB), h((OAC)) 
= (OAC) et h((OBC))=(OBC) 


Car Oestle centre de h 
On a S est tangente aux plans 


(OAB), (OAC) et (OBC) 
Comme h conserve le contact alors h(S) est 
tangente aux plans 

h((OAB)), h((OAC)) et h((OBC)) 

=S" est tangente aux plans 

(OAB), (OAC) et (OBC) 


b) Soit [' le centre de S' et R' son rayon 
e Ona 


h(I)=I' Ol'=30I d'ou I'(3k,3k,3k) 
Ona R'=|k|R =3/kl 
S' est tangente au plan 
(ABC) <> d(1',(ABC))=R: 

[6k + 6k + 3k —10| 
ser 

3 

& |15k -10|=|9k| 
&15k-10=9k ou 15k -10 =-9k 


=3|k] 


5 5 
<k =— ou k=— 
3 12 


4) Onasi be ou SR 
3 12 

La sphère S' est tangente aux quatre faces du 

tétraèdre OABC 

Cherchons pour quelle valeur de k la sphère S' est 


tangente intérieurement aux quatre faces de 
tétraèdre OABC 


Soit J le point ď’intersection de (OI) et (ABC) 
x= 
ona: (OI): y=3a ,aeR 
z=30 
Je(Ol)& J(3a,3a,3a), xeR 
Je(ABC) <> 2(3æ)+2(3a)+3æa -10=0 
Slsa-10=05a=2 
D'où J(2, 2,2) 
e Si k=> alors I'(5,5,5)=TI'g[OJ] 
Alors la sphère S' mest pas intérieure au tétraèdre 
OABC 
e Si Lee alors (455 )>reļo 
12 444 


Alors la sphère S' est à intérieure au tétraèdre 
OABC 


Conclusion : 
La sphère S' de centre {2 5 3) et de rayon 
FAA 


R'= 5 est tangente intérieurement au quatre faces 


de tétraèdre OABC. 


V1 SUR LE CHEMIN DU BAC 





1) a) C(HO)E(G01)1| 24:0 Ju pat 
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b) M(x, y,Z) E [CE] < Il existe 
t e[0,1] tel que CM =tCE 


XI 1 
®© Ilexziste te [0,1] tel que 4 y —1=-—t 
z—0=t 
X=1-t 


< Il existe t € [0,1] tel que <y=1-t 
z=t 
& Il existe t e [0,1] tel que M(1-t,1-t,t) 
2) a) Soit P le plan médiateur de [1] 
Un point M( x. y,z) appartient au plan médiateur 
de P 
MI=M ou M°=MJ 


1 2 
r Ge +{y-2] n 
1 2 
(2 +(y-1) +2 
2 
2 2 ] 2 
D X tI Ey iF 


1 
=A taty +l- 2y 


$ -—-x+y=0 
n y= 
D'où P: y =x 
b) Les coordonnées de M(1 “tp ]— t,t) vérifient 


l'équation du plan médiateur de segment [IJ | donc 
MI =MJ etle triangle MIJ est isocèle en M. 


c)Ona 
2 i 1 2 
M =(1=1-1) afit) +(t-0) 
1 1 
=ť +—>+4tť -t+t =3t -t+—. 
4 4 


3) a) On a 8 <|0 n |e la fonction sinus est 
G 2 


croissante sur 0 T | 
2 


a 


Donc la mesure de — est maximale lorsque 


0 


sin 2) est maximale. 


2 


Donc la mesure Q est maximale lorsque sin — est 


maximale. 
b) Dans le triangle IMJ, soit K le milieu de [I] - le 


triangle étant isocèle en M la droite (MK) est 
médiane et donc aussi hauteur. Le triangle IMK est 


donc rectangle en K d’où sin 2) S IK 
2} MI 


On a IK est constante alors sin 2) est maximal 
2 

quand le dénominateur IM est minimal. 

c) On a d’après 3/a et 3/b), Ô est maximal quand le 

dénominateur IM est minimal. 

On a d'après 2) C), IM? = f (t) 

On a 


Pi De et 
(=r 24): (=) + —- 
3 12 6 36 ‘12 
QE 
=3|| t-— | -— |. 
6 18 
La forme canonique du trinôme montre que le 
minimum de la fonction est obtenu pour da et que 


ce minimum est égal à e(+)- EL 
6 18 6 
prises onam[,3,7] 
6 666 


Conclusion: Le maximum de l'angle IM] est 


obtenu pour le point M, | 551 ] 


6 GE 
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Divisibilité dans Z 


I) Résumé du cours 
A) Diviseurs et multiples d'entiers 


1) Définition : 
Soit a un entier et d un entier non nul. 
On dit que d est un diviseur de a ou que a est divisible par d, s’il existe un entier q tel que 
a = dg 
Conséquence : | 
Soit d un entier non nul et a un entier. 
e Sid divise a alors —d divise a 
e Les multiples de d sont les éléments de l’ensemble dZ = {dq,q eZ} 
2) Propriétés : 
Soit a et b deux entiers non nuls et c un entier. 
e Sia divise b et b divise a, alors a=b ou a= -—b 
e Sia divise b et b divise c, alors a divise c 
e Sia divise b eta divise c, alors a divise œb + fc pour tous entiers æ et p 
B) Division Euclidienne dans Z. 
1) Définition : 
Soit a et b deux entiers avec b non nul. 
On appelle quotient de a par b l'entier q défini de la manière suivante 


e Sib>0 alors q est le plus grand entier inférieur ou égal à - 


0 . g Lé . La à a 
e si b<0 alors q est le plus petit entier supérieur ou égal à z 


Définition : 
Soit a et b deux entiers avec b non nul 
On appelle reste de a par b l'entier r tel que r =a-—bq , où q est le quotient de a par b 


2) Théorème : 
Pour tout entier a et pour tout entier b non nul, il existe un couple unique d’entiers (q,r) tel 
que a=bq+r et 0 <r <|bl 
3) Conséquence : 

Le reste de tout entier n dans la division euclidienne par un entier non nul b est un élément 
b|-1} 
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C) Congruence modulo n : 


1) Définition et notation : 


Soit n un entier naturel non nul et a et b deux entiers. 
On dit que a est congru à b modulo n (ou a et b sont congrus modulo n) si a —b est un multiple 


de n. On note alors a=b(modn) 

2) Théorème et définition : 

Soit n un entier naturel non nul 

Pour tout entier a, il existe un unique entier r appartenant à {0,....,n—1} tel que a=r(modn). 


On dit que r est le reste modulo n de a. 
Conséquence : 
Soit n un entier naturel non nul. 
Deux entiers sont congrus modulo n, si et seulement si, ils ont le même reste modulo n. 
3) Propriétés : 
Soit a,b et c trois entiers et n un entier naturel non nul. 
e a=a(modr) 
e Sia=b(modn)alors b=a(modn) 
e Sia=b(modn)alors b=c(modn), alors a=c(modn) 
Propriétés : 
Soit a, b, cet d quatre entiers et n un entier naturel non nul. 
e Sia =b(modn) etsi c= d(modn), alors a+c = b+d(modn) et axc= bxd(modn) 
e Sia=b(modn)alors ka = kb(modn) pour tout entier k. 
e Si a=b(modn) et meIN* alors a” =b" (modn) 
D) Petit théorème de Fermat 
1) Théorème : 
Soit p un nombre premier et a un entier naturel, alors p divise a” — a 


C'est-à-dire si p un nombre premier et a un entier naturel alors a? =a [ p] 


2) Conséquence : 
p un nombre premier 


a un entier naturel tel que a et p soient premiers entre eux 
C'est-à-dire : 

p un nombre premier 

a un entier naturel tel que a et p soient premiers entre eux 


LES = 
alors p divise a” —1 


alors a?" =1| p| 
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II) Exercices 


\I/ QCM; VRAI OÙ FAUX 


Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers. 
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 
a) x° = x(mod2). 
b) Si x= 2(mod14) alors x=1(mod7). 
c) Si 4x=10y(mod5) alors x = 0(mod5). 
x = 4(mod 5) 
d) Si alors 8x- 5y =7 
y =5(mod8) 


V QCM; VRAI OU FAUX 


Les parties 1) 2) et 3) de cet exercice sont indépendantes. 
1) Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou si elle est fausse, en 
justifiant la réponse. 


a) L’entier 2243 +1179 * est divisible par 7 

b) Soit a , b et c trois entiers et n entier naturel non nul. Si ca=cb(mod”) alors 
a =b(modn) 

c) Soit x un entier on a : x°+4x+3=0(mod7) & x=6(mod7) ou x =4(mod7) 

d) Soit a et b deux entiers tels que : 2a +3b=1 alors a? et 4a+3b sont premiers entre eux. 


2) En raisonnant modulo 4 montrer que pour tout neIN l'équation : x° +9 = 3°"* n’admet pas 
des solutions dans IN. 


3) Démontrer le théorème de cours suivant : Soit a et b deux entiers naturels non nuls et n un 
entier: SiaaAb=I,n=0(moda) et n =0(modb) alors n = 0(mod ab) 


Dies 


Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul on a: N, =31*"* +18" est 


divisible par 13 


wW APPLIQUER 


Montrer en utilisant les formules de congruence que pour tout entier naturel n non nul 
N,=31"* +18" est divisible par 13. 


— E; Chapitre N°7 
\5/ APPLIQUER 


1) Discuter, suivant les valeurs de l’entier naturel p le reste modulo 13 de de 5”. 
2) En déduire le reste de la division euclidienne N =31"" +5% +18? par 13. 


\6/ APPLIQUER 


1) Discuter, suivant les valeurs de l’entier naturel k, le reste de 2* modulo 7. 
2) En déduire le reste de la division Euclidienne de 247 par 7 


$a areant 


1) Déterminer suivant les valeurs de l'entier naturel n le reste modulo 13 de 3". 
2) En déduire les entiers naturels n tel que : 4, =3" +3” +3” soit divisible par 13. 


APPLIQUER 


1) Déterminer le plus petit entier naturel non nul p tel que: 7” =1(mod10). 


? 
202 


2) Trouver le chiffre des unités de N=27" 


grise 


1) Déterminer suivant les valeurs de l'entier naturel n les restes modulo 5 de 2°et 3": 
2) En déduire pour quelles valeurs de l’entier naturel n le nombre A= 2582" +5568" est 
divisible par 5 


NY APPLIQUER 


1) Soit x eZ, montrer que x°=1(mod9)« x =1(mod3) 


2) En déduire le reste de la division Euclidienne de 245193691242752"" par 9 


y APPLIQUER 


Résoudre dans Z 
1) a)2x=4[6] b) 2x=5[7] c)2x=3[7] d) x =-6[7] 
2) x? —3x+2=0[7] 3) x’ —3x+2=0[6| 


— Ħa Chapitre N°7 


‘y APPLIQUER 


Résoudre dans Z* l'équation x =1[6] (En pourra raisonner sur le restes modulo 6 de x et y) 





NY S’ENTRAINER 


Soit la suite u d’entiers naturels définie par : u, =14 et pour tout entier n, u,,, = Su, —6 
1) Calculer w,,u,,u, et uz. 
On peut conjecturer que pour les deux derniers chiffres de U, . 
2) Démontrer que pour tout entier naturel n , u, = u, (mod 4) 
3) a) En déduire que pour toutp deIN u,, =2(mod4) et u,,., =0(mod4) 
b) Montrer par récurrence que pour tout n de IN, 2u, = 28(mod100) 
4) Déterminer les deux derniers chiffres de u, suivant les valeurs de n 


5) a) Montrer que pour tout entier naturel n, 2U, = 5"** +3 


b) Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (un) est constant. Préciser sa 
valeur. 


NY S’ENTRAINER 


Les questions de cet exercice sont indépendantes. 
1) Déterminer le chiffre des unités de 2547" 


2) Résoudre dans Z l'équation x°+6x=2011[7] 


3) a) Déterminer suivant les valeurs de l'entier naturel n les restes modulo 5 de 2” et 3”. 
b) En déduire pour quelles valeurs de l’entier naturel n le nombre 4 = 2582" +5568” est 
divisible par 5 


i i 


1) x et y sont deux entiers relatifs et z un entier naturel non nul 
Montrer que si x = y|z|= x” = y"|z] (avecneN) 
2) Soit n un entier naturel non nul qui n’est multiple de 3 ni multiple de 7 
a) montrer que n° =1[3] et n° =1[7] en déduire que n” =n[3] et n” =n[7] 


b) Démontrer que nr + Zn est un entier naturel. 








——%, Chapitre N°7 


TA S’ENTRAINER 
x et y sont deux entiers relatifs 
1) Montrer que x’ =0[8] ou x° =1[8] ou x° =4{8]. 





2) soit z un entier relatif montrer que l'équation x° + y” =8z" +6 n’admet pas des couples 


(x,y) d'entiers relatifs solution. 


4y SE PERFECTIONNER 
On se propose d'étudier des couples (a,b) d’entiers strictement positifs, tel que : a° = b’ 
Soit (a,b) un tel couple et d=PGCD (a,b) . On note u et v les entiers tels que a = du et b=dv. 
1) Montrer que u’ = dy’. 
2) En déduire que v divise u, puis que v =1. 
3) Soit (a,b ) un couple d’entiers strictement positifs. Montrer que : 


a° = b’ si et seulement si a et b sont respectivement le cube et le carré d’un même entier. 
4) Montrer que si n est le carré d’un nombre entier naturel et le cube d'un autre entier , alors 


n =0[7|ou n=1[7|. 


9 SE PERFECTIONNER 


Dans cet exercice a et b désignent des entiers strictement positifs. 
“fs pie . 
1) Montrer que si ( d +ab-b ) =1 alors a et b sont premiers entre eux. 
2) On se propose de déterminer des couples d’entiers strictement positifs (a ; b) tels que 
2 z " 

( & +ab-b | =]. Un tel couple sera appelé solution. 

a) Déterminer a lorsque a = b. 

b) Vérifier que (1 ; 1), (2 ; 3) et (5 ; 8) sont trois solutions particulières. 

c) Montrer que si (a ; b) est solution et si a<b, alors a -b <0. 
3) a) Montrer que si (x; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors (y-x;x) et (y;y+x) sont 


aussi des solutions. 
b) Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions. 
4) On considère la suite de nombres entiers strictement positifs (a,),.\ définie par œ =q =1 et 


pour tout entier n, n>0, a,,; = 4,1 + ap» 
Démontrer que pour tout entier naturel n (a, ; a) est solution. 


En déduire que les nombres a, et 4,,, sont premiers entre eux. 


3 SE PERFECTIONNER 


a estun entier naturelet N =a -a Montrer que N est divisible par 30. 


— WE; Chapitre N°7 


74 SUR LE CHEMIN DU BAC 





1) a) Soit n un entier naturel. Déterminer en fonction de n le reste modulo 7 de 2° et 3°. 
b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles 2° + 3” est divisible par 7. 
c) Déterminer le reste de la division euclidienne par 7 du nombre : 
À = (60) 465397 +025" . 
2) Soit (u.) la suite définie sur Npar:u,=—-4 et VneN, u,,, =2u, 77. 
a) Montrer par récurrence que: VneN, u,=7-11x2" 
b) En déduire suivant les valeurs de n les restes de la division par 7 du terme général u, de 


cette suite. 
c) Quel est le reste de la division par 7 de U9- 





— B, Corrigé 


N/ QCM ; VRAI OU FAUX 


a) vraie b) Faux c) vraie d) Faux 

En effet : 

1)Un entier et son cube sont de même parité : pour 
tout entier p 

Si n=2p alors n° =8p=2(4p)=2p 

Etsi n=2p+1 

alors n° =8p° +12p°+6p+1=2p"+1 

2) Contre exemple : 16 = 2[14] et 16=1[7] 

3) Si 4x=10y[5] 

alors 4x=10y+5k=5(2y+k) où keZet 
4 À 5 = l donc par le théorème de Gauss, 5 divise x 
alors x = 0[5]. 


4) Contre exemple: pour x=14=4+2x5 et 
y=13-5+8 
On a: 8x-5y=4112-65=47 


V/ QCM ; VRAI OU FAUX 
1)a) Vrai 
*On a: 2243 =3[7] = 2243 =3" [7] 
Ona: 
3=-1[7]= 61 =C" [7] => 3 =1[7] 
= 3% =3[7] 
alors 2243 =3[7| 
*Ona:1179 = 3[7] 117925 [7] 
Or3=-1[7]= (3) =C)" [7]=> 3" =-1[7] 
= 3 =-3 [7] 
alors 1179 =-3[7] 
Conclusion: D'où2243** +1179* =0[7] alors 
2243?” +1179'* est divisible par 7 
b) Faux 
Contre  exemple3x4=3x6 [6] mais 4 = 6 [6] est 
faux 
c) x +4x+3= 0[7] £ (x+1)(x+3) = 0[7] 
& (x+1)=0(7)ou x+3=0[7] 
(car 7 est premier alors d’après la lemme de Gauss 7 
divise x+lou 7 divisex +3) 
xE —1(7) ou x = -3[7] 
&x=6(7)0u x=4[|7] 
Conclusion : 
x?+4x+3=0(mod7) x =6(mod7) ou x=4(mod7) 


d) On a 2a +3b=1 
= (2a+3b) =1= 4a? +12ab+9b° =1= 4 a° +3b(4a+3b) =] 
—_ m 


eZ - 
A 


D'après le théorème de Bézouta” et 4a +3b sont 
premiers entre eux. 


2 
[____ Reste module4dex | 0 | 1/2] 3 
Reste module 4 de x” Era rs 

D'où pour tout x € Zona: 
x +9= 1[4] ou x’ +9 = 2[9] 
D'autre part : on a 
3° =1[4] = (32) =1[4]= 3" =1[4]= 3** =3[4] 
D'où x? +9 = 3°"*! est impossible. 
3)*n=0|a]>n=ka,k eZ 

*n=0[b]=>n=k'b,k'eZ 
Alors ka = k'b 
Alors adivise Æ'bor a Ab=lalors d’après la 
lemme de Gauss 4 divise k’ 
Alors k'=ak",k"ezZ 
D'oùn-L'b=ak"b=k"ab=n= 0[ab] 
D'où si ( anb=1, n=0(moda) et nr =0(modb) ) 
alors n = 0(mod ab) 







V7 APPLIQUER 


Montrons par récurrence que pour tout entier 
naturel n non nul V, = 3141 + 184-1 est divisible 


par 13 
1) Pour n= 1 ona: 
311+! +181! = 31° +18° = 28634983 = 13x 2202691 


alors N, est divisible par 13 
2) Soit p € IN *, Supposons que N, est divisible 
par 13 montrons que N, est divisible par 13 
Ona: Moa FIP +187 as aT +18 
=(N, -187 )x31 +18" 
p 
=923521N , -923521x18"7" +187" 
=923521N,-(923521-18*)18*7" 
=923521N, —-13x62965x187" 
On a N, est divisible par 13alors il existe N,'eZ 


tel que N, =13N," 


— M, Corrigé 


N „ =923521x13x N —13 x 62965 x 18°” 


5 13(923521x N, '— 62965x 18”) 
e 


eZ 
D ge le principe de raisonnement par récurrence 
est divisible par 13 


N, 


V7 APPLIQUER 


Soit n E€ IN * 
Ona:31= 5[13] = a e [13] 
0na: R= 5[13] 518 = 511 [13] 

Alors 3 ii + 187 = AAF FR hu —] [13] 
=(5"+1)5% [13] 
=13x2x5*7 [13] =0[13] 

Alors N =31*"" +18" est divisible par 13 


\5/ APPLIQUER 


1) Ona 5*=1[13] 

Pour p=4k on a: 

5t =1[13]= (5+) =1[13]= 5" =1[13]= 5° =1[13] 
Pour p=4k+1 ona: 

5* =1[13]=5*" =5[13] 
Pour p=4k+2 
onass""=5[13]25%"=7s1"14 
= 5"? =12[13|= 57 =12[13] 
pour p=4k+3 ona: 

5° =12/13]= 5" =60[13] 
2) N =3] A 2850 pre 
*Ona:31=5[13] 31" = 5% [13] 

* Ona: 18=5[13]=>18™ =5%™ [13] 

Alors N = 31 4S0 418 =5% 45% +45[13] 


= y =5[13] 


= 5? =8[13| 


On a 1000= 4x250 alors1000=0[4] alors 
5 =1[13] 

On a 502= 4x125+2 alors 502=2[4]alors 
Staro] 

On a 211= 4X52+3 alors 211=3[4]|alors 
5" =8[13] 


Alors N=5°" 45% +57! =1+12+8=8[13] 


Alors le reste de la division Euclidienne de N par 13 
est 8. 


\67 APPLIQUER 


1) 2°=1[7], 2'=2[7], 22=4[7|, | 2*=1[7] 
*Sin=3k,ona 2°=1[7| 2" =1"[7]=2" =1[7] 
*Sin=3k+1,ona 

2" =1[7]=2""=1x2[71=2"=2[7] 
*Sin=3k+2,ona 

2* =1[7] 2" =1x2*[7] = 2" =4[7] 

2) Ona: 247=2[7] = 247 =2* [7] 

Or 349 = 1[3] alors d’après 1) 27 [7] d'où 
247% =2[7] d'our =2 


NY APPLIQUER 


1) 3” =1[13] 5 3 =3[13] 3 =9[13] 3 =1[13] 
Soit k € IN 
Sin =3k,ona 3 =1[13| = 
Si n = 3k +1,ona 
#1] 313i] 
ar" 3| 33n] 
Sin=3k+2,ona 
3 =1l13]-3"x3 =1*x9)13] 
= 3° =9[13]= 3" =9/[13] 
2) Soit n E€ IN 
*1° cas:Si n =0[3] on a d’après 1) 3” =1(13] 
2 y =1[13]= 3” =1|[13] 
D'où 3"+3" +3" =3[13] = 3" +3” +3” n'est 
pas divisible par 13 
127 as: Sins 1[3] on a d’après 1) 3” =3|[13] 
= =9/13|=3” =27[13] 
=> 3" +3” +3" = 3913] 
>r ra =0[13]=3"+3"+3"est pas 
divisible par 13 
* 37" cas: 
3" =9[13] = 3" =3[13] = 3" =1[13]alors 
—?3"+3"+3"=13[13] 


3" =1[13]=> 3" =1[13] 


Si n= 2 [3] on adaprès 1) 

















— m; Corrigé 


= 3" +32 3 =0[13|D'ou 3" +3” +3” est 


divisible par 13. 
Conclusion: À, =3 +37" +3” est divisible par 
13 si ne{3k+1,3k+2} , keN 


APPLIQUER 


7 =1[10] ; 7 =7[10] ; 7° =-1[10]; 
T =3[10] ; 7° =1[10]d'oùp=4 


Conclusion 


2) Il suffit de chercher le reste modulo 10 de N 
“onar 27=7[10]= 27% 
= PA T0]=N=7%7 [10] 
* Ona: 2011=(-1)[4] => 2011” =(-1)"" [4] 
= 2011” =1[4] 


=> 2011" =1+4k,k e IN 
72011? = s LME 


D'où 
Öna: 7 =1[10] = 7% =1" [10] 
5 7* s1[10]=7“x7=1x7[10] 
=> 7*" =7[10]= N =7[10] 
Le chiffre des unités de N est 7 


LT amoi 


1)0na 2!=2[5], 2°=4[5], F E3] m3] 
*Sin=4k ,keN 

Ona:2*=1[5] = 2* =1[5]=2" =1[5] 
xSin=4k+1 ,keN 
Onati] 282 | 2e) 
*Sin=4K+2 ,keN 

ona: 2°*1=2[5|— 2%* 24[5] = 2" =4[S] 
*Si n=4k+3 ,kenN 

ona: 2% =4[5]— 2%% =3[5] = 2" =3[5] 
On a: 

31=3[s] , 3 =4[5], #=2[5], E] 
Si 

n=4k,keN „ona: 3* =1[5] = 3% =1[5] = 3" =1[5] 
*Si 


n=4k+LkeN ona:3* =1[5]=3*" =3[5]=3" =3[52] 


*Si 
n=4k+2,keN ona: 3*" =3[5]=3"" 
"si 
n=4k+3,keN on a: 3*” =4[5|— 3" =2[5]= 3" =2{5] 

2) On a : 2582 = 2[5] = 2582" = 2” [5] 

Ona: 5568 =3[5]= 5568" =3" [5] 
alors 4,=2" +3” [5] 

le tableau ci-dessous est complété par le reste 
modulo 5 


4[5]= 3" =4[5] 


4k |4k+1 |4k+2 |4k+3 





À, est divisible par 5 si 
nE {4k+1,4k+3},k eN 


APPLIQUER 


* x e Z, montrons que y? =](mod9) 

& x=1(mod3)? 

Soit r le reste Japaus 9 de x et soit r le reste 
modulo 9 de x° 


Drropitatstatste tr 8 
CEE TE 





BUS 2 


D'où x ue an Lame mer ou x 
= 4(mod9) ou x = 7(mod9) 
& x=1(mod3) 


* Le reste de la division Euclidienne de 


145193691242752 par 9 ? 

On pose b =145193691242752 ona b= 1[3] 
d'après 1) on a alors b° =1[9] 

Alors an g [9] 

alors b er” [9] sb" = 1[9] 


Conclusion : 
Ona b” = 1[9] alors b°% = 7[9] 
b=7 [9] 
Le reste de la division Euclidienne de 
245193691242752% par 9 est 7 


Ny APPLIQUER 


1) a)2x=4[6| < 2x =4+6k, kezZ 


— E Corrigé 


<> x=2+3k, keZ 
S= {2+3k, keZ} 
b) 2x=5[7|<2x=5+7|[7| 
<> 2x=12[7|& 2(x-6)=74 
On a 7 est premier et 7 divise 2(x-6) alors 7 


divise x - 6 alors x=6+7k, kez 
Vérification si x  =6+7K, 
x=6[7]=2x=12[7] = 2x=5[7] 
S, ={6+7k} ,keZ 

2ème méthode : 


Le tableau ci dessous est complété par le reste 
modulo 7 


keZ alors 





2x=5[7] x=6[7| 

S, ={6+7k} ,keZ 

d) x° =—6[7| y =-6+7[7] S x’ 
=1[7] e x -1=[7]& (x-1)(x+1)=0[7] 


On 7 est premier d’où (E) 
< 7/x+lou 7/x-1S x+1=7k 


où x~l=7k (keZ) 

x=—-1+ 7k ou x=1+7k (kez) 
Sz ={-1+ 7k , x=1+7k (keZ)} 
2) x°-3x+2=0[7]=(x-1)(x-2)=0[7] 
même chose que 1)d) 

3) x’ —3x+2=0{6| on remarque qu 6 n'est pas 


premier 
Le tableau ci-dessous est complété par le reste 
arr 





niet 
ofsfofs)0of3 


msufelopotelole 


D'où x’ —3x+2=0{[6| & x=1[6] 
ou x=2{[6] ou x=4{[6| ou x =5{[6] 
S, ={1+6k, 2+6k,4+6k,5+6k,,k € Z} 











On pourra raisonner sur le restes modulo 6 de x et 
y 

Soit r le reste modulo 6 de x et soit r’ le reste 
modulo 6 de y 

le tableau ci-dessous est complété par le reste 
modulo 6 derr 





xy=1[6| > x =1[6| et y=1[6| 
Saz ={(1+6k,1+6k')} keZ,k'eZ 


Ny S’ENTRAINER 


La suite (un) d’entiers naturels définie par uo = 14, 
Un+1 = SU, — 6 pour tout entier naturel n. 
1) u1 = 64, u2 = 314, u3 = 1 564, w4 = 7 814. 
On peut conjecturer que : les deux derniers chiffres 
de u sont 14 et u2x+1 sont 64. 
2) u,, = Sup -6=5( Su, -6)-6=25u, +36 
Alors U,,, -U, =24U, +36 =4(U, +9) 
a  — 
EIN 
Alors Va =U, [4] 
3) a)*Montrons par 
tout p € IN ,U,, =2[4] 
Ona U, =14 alors U, =2[4] 


récurrence que pour 


Soit ÆEIN, supposons que U = 2[4] 
montrons que Upp =2 [4] 
Ona Uz2 =U [4] et U,,= 2[4] > Un = 2[4] 


D’après le principe de raisonnement par récurrence 
pour tout p EIN ,U,, = 2[4] 
*Montrons par récurrence que pour tout p € ÍN , 
Ghani a 0[4] 

On a U, =64 alors U, = 0[4] 

Soit ÆEIN, supposons que U.,,, = 0[4] 
montrons que U,,.. = 0[4] 


0a Ura = Uia [4] st Lis =0[4] => Uz3 =0[4] 








— E, Corrigé 


D’après le principe de raisonnement par récurrence 
pour tout p € IN , U =0[4] 
b) Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 


2U = 28|100] 
* On a 2U, =28 > 2U, =28[100] 
* soit p e IN, Supposons que 2U, = 28[100], 


2p+1 


Montrons que 2U,., = 28 [100] 


On a: 
2U , =28[100]= 10U, =140[100] 


— 1OU,-12=140-12[100] 

= 2(5U,-6)=128[100] = 2U,., = 28[100] 
D'après le principe de raisonnement par récurrence 
que pour tout n de IN, 2U, = 28 [1 00] 


4) La relation 
Un =14+50k, k € IN ; 


alors U, =14[100] tU = 64[100] 

mais comme U,, =2| 4 | et que 14=2[4] et 
Ung =0[4] etque 64=0[ 4 | 

donc lorsque n est pair U, =14[100 |, lorsque n est 

impair U,, =64[100]. 


Si n est pair alors les deux derniers chiffres de 
U „sont 14 


Si n est impair alors les deux derniers chiffres de 
U, sont 64 


précédente donne 


3 
5) a) Soit a le réel tel que a = 5a — 6 alors a = 9 
U „=3U, -6 
a=5a-6 


et alors(U,, a )est une suite géométrique de 


On a 


eu. -a =5(U, a) 


raison 5 

Alors U, —a = 5" (U, -a) 
alors U 3 5 (14-3) 
l'a 2 


alors 2U, —3 = 5" (28-3) 
20, -3= 57 — 2U, = JES 


2ème méthode : Par récurrence. 

b) On a PGCD (14,64) =2 montrons que PGCD(un+1 ; 
ün) = 2 

Soit d = PGCD (Un+1 ; Un) 


On a d divise U,et U alors d divise 
SU =t a 0 
Alors d € {1,2,3,6) 


*Si d=3 alors 3 divise U, alors 3 divise 2 U, alors 


n+l 


3 divise 5"** +3 impossible alors d #3 
*Si d=6 alors 6 divise U, alors 6 divise 2U, 


impossible car 3 ne divise pas 2U „ alors d+#6 


* On a d'après 4) U „et U „„ sont pairs alors dl 


Conclusion : d=2 


Ny S’ENTRAINER 


1) Ona: 2547=7[10]= 2547" =7"" [10] 
Ona:7*=-1[10]—(7)  =(-1)*"[10] 
= 7% =-1[10| = 7 =-7[10] = 7” =3[10] 
Alors 4 = 3[10] alors le chiffre des unités de A est 3 
2) x +6x=2011[7] es x +6x= 2[7] 
car 2011=2+7x287 

reste modulo 7 de x Dr ls2 13 14154 6 


reste modulo 7 de x° 













reste modulo 7 de 6x 

reste modulo 7 de x° +6x 

D'où x°+6x=2011[7| x=2[7] ou x =6[7] 
S,={2+7k,6+7k},keZ 

3) a) 

e Ona2!'=2[5],2?=4[5], 2° =3[5] , 2° =1[5] 

“Si n=4k ,keN Ona:2*=1[5]=2"*=1[5] = 2"=1[$ 

*Sin=4k+1 ,keN Ona: 

2 =1[5]= 2“ =2[5]=2" =2[5] 

*Sin=4k+2 ,keN Ona: 

21 =2[5]— 2% =24[5]= 2" =4[5] 

*Sin=4k+3 ,keN Ona: 

DAS 28 3/5) 32" 2315] 

e Ona:3=3[5], 3 =4[5] , 3 =2[5] , 3*=1[5] 

“Si n=4k,keN , on a: 3° =1[5]=3* =1[5]= 3" =1[5] 

*Sin=4k+1,kk£ EN ona: 

3" =1[5]=3* x3=1x3[5] 

3235] =3 =3[5] 


— M; Corrigé 


"Si 
n=4k+2,keN ona: 3** =3[5]= 3*7 =4[5]= 3" =4[5] 
*Si 


n=4k+3,keN ona: 3** =4[5]=3"*" =2[5|= 3" =2[$] 


b) Ona: 2582=2[5]— 2582" =2" [5] 
Ona: 5568=3[5]= 5568" =3" [5] 
alors 4, =2" +3" [5] 


le tableau ci-dessous est complété par le reste 
modulo 5 





4k |4k+1 |4k+2| 4k+3 





À, est divisible par 5 si n e {4k +1,4k + 3},keN 


NA S’ENTRAINER 


1) x et y sont deux entiers relatifs et z un entier 

naturel non nul 

Montrons que si 

x=y[z]=x"=}y"[z] (avecnenN) 

On a : x= y|z|= x- y est un multiple de z 

On a 

x" — y" =(x- pa Hx yht y"? + ya 
SEERNE aa E E paa 

ez EZ, 

Alors  x”—y”est un multiple de z alors 

x" = y" [z] 

2) Soit n un entier naturel non nul qui n'est 

multiple de 3 ni multiple de 7 


c) 

e On a 3 est premier et n n’est pas multiple d 3 
alors 3 et n sont premiers entres eux alors d’après 
le théorème de Fermat n° =1[3] 


e On a 7 est premier et n n'est pas multiple d 7 
alors 7et n sont premiers entres eux 


alors d’après le théorème de Fermat n° = 1[7] 
e Onap?= 1[3] (n°) =1"[3]=n" =1[3] =n” =a[3] 
ə 6 =1[7]= (nf) = [7]=>n* =1[7] = n” =n[7] 


est un entier 


d) Démontrons que 10,» ,11, 
21 21 


naturel. 
Il suffit de montrer que 10n? +11n = 0[21] 


Pour cela il suffit de montrer que 10n” +11n = 0of3] 
et 107” +117 =0[7] 





Ona 

n'= n[3] = ]0xn" = 10n[3] = 10n” =10n -21n[3]= 10n” +11n =0[3] 
On a 

n” =n[7]=10xn" =10n[7]= 10a” =10n-21n[3]= 107” +11n=0[7] 
Conclusion : 


107” +11n =0[3] 

10n” +11n = 0[7] 

alors 10n” +11n =0[3x7]= 107” +117 =0[21] 
3A7=1 


Alors 21 divise 10n” +117 alors 10 7,11, est 
21 21 


un entier naturel. 


S’ENTRAINER 


x et y sont deux entiers relatifs 
1) Montrons que ,: = 0[8] OU x’ =1[8] ou x = 4[$] ? 


Le tableau ci-dessous est complété par le reste 
modulo 8 


x Tolip2/s/a/s/el7/e 
E E E 


D'où x° = 0[8] où = 1[8] ou X° = 4[8| 





2) Le tableau ci-dessous est compléter par le reste 
modulo 8 de x° + y” 


Reste modulo 8 de x° 5 Va 
Reste modulo 8 de y 


= DUT EE | 

ERRERES 

ca [Se 
D'après le tableau ci-dessus, 


x? + y? =0[8] ou x° + y° =1[8] ou x° + y?’ =2[8] ou x+y? = 4[8]ou x° + y? =5[8] 





Or 8z° +6 = 6[8] 


D'où x? + y” = 8z° +6 est impossible. 


y SE PERFECTIONNER 
1) Soit (a,b)un tel couple et d = PGCD (a,b). Il 
existe deux entiers u etv premiers entre eux tels 
que a = du et b= dy. 
=D (du)? = (dv)? >d? 2 = dy? et comme d + Ou? = dv”, 


2 mt TA 

Aoba u c dv” alors v divise u , alors v divise 

u XU; or vetu sont premiers entre eux, d'après la 
lemme de Gauss v divise u .D’où PGCD (u; v) = v 


Or PGCD (u; v) =1 doncy =1. 
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3) Si a° = b? d'après la question 
précédente v = Î donc b= dv=dļet|u? = dv’ = d| 

On obtient a = du =u xu =w etb =d =u" 
donca etb sont respectivement le cube et le carré 


d’un même entier. 


Réciproquement 
Si aetb sont respectivement le cube et le carré 


d'un même entierd, alors a = d°etb = d? donc 
a? = (a) = Seth? = (e) = df donca? = b’. 


Conclusion: a° = b? si et seulement si a etb sont 
respectivement le club et le carré d'un même entier. 

4) Montrons que si nest le carré d'un nombre 
entier naturel et le cube d'un autre entier, 


alors n = 0[7] ou N = 1[7]. 
S'il existe deux entiers 4 et D tel 
quen =4a° =b"alors d’après la question 
précédente il existe un entier d tel quea = d Ÿ et 


b =d° donc tel que n = d°. 


Reste modulo 7 de d EAU 
6 
Reste modulo 7 de 4 LE 


Donc n =0[|7] oun =1[7]. 


5 SE PERFECTIONNER 


1) Ona 


2 7 
(a?+ab-b°) =]e a? +ab—b? =1 ou a° +ab—b? =-] 





< a(a+b)+(-b)b=1 ou b(b-a)+(-a)xa = 
— a — —— — 
eZ, eZ eZ eZ 
Alors d’après le théorème de Bézout a et b sont 
premiers entre eux 
2)a)a = b alors 


(a +ab-b) fa lai (car a € Z). 
b) On a: (1 +1x1—12 | =] ‘alors (Li) est une 

solution 

On a: bi UE ES à | 1] alors (2;:3)est une 

solution 

On a: (5 +5x8-8° | =(25+40-64) =1. Alors et 
(5 ; 8) est une solution de (E) 

c) Si (a,b)est solution alors a> et b>0 donc si a < b 


alors aah alors a’ —p°? <0 
3) a) Si (x; y) est une solution : 


2 


(@-x} +(y-x)x-x ) (»° _2xy+x +xy-x? x j =(7 -xy +x? \ =] 


: alors(y— x ; x) est une solution 
Même calcul pour (y; y+x)- 


ETEEN 


b)(2;3) est solution donc (3-2;2)=(1;2) et 
(3 ;3+2)=(3;5) 

(5;8) est solution donc (8-5;5)=(3;5) et 
(8;5+8)=(8;13) 

on a les nouvelles solutions : (1:2), (3 ;5) et (8 ;13). 

4) 4 =q =1, an2 = ap + Ap: 

*On a: (1; 1) est solution alors ( djs ) est solution 
* Supposons que (a, ; a..,) est solution, alors d'après 


le 3)a) (;y+x)=(au ian + an1) = (an 3 an2) est 
solution 

D’prés le principe de raisonnement par récurrence 
la propriété est vraie pour tout n appartient à IN* 
D'après la question 1) les nombres a, et a,,, sont 


premiers entre eux. 


+ SE PERFECTIONNER 


a est un entier naturelet M=a-a Montrer que 
N est divisible par 30. 

* 5 est premier alors d’après le théorème de Fermat 
a =a{[s] alors a —a=0[5] alors N est 


divisible par 5. 
ŸN=a-a= a(a* -1) = a(a° -1)(a° +1) = (a -a)(a? -1) 
3 est premier alors d’après le théorème de Fermat 
a = a[3] alors q? -a=0[3] alors N est divisible 
par 3 
* N=@ -a = a(a* -1)= a(a° -1)(a’ +1) 
= a(a-1)(a+1)(a° + 1) = (a° -a)(a+1)(a° -1) 
2 est premier alors d’après le théorème de Fermat 
a =a [2] 
alors a? -a = 0f2] alors N est divisible par 2 


Conclusion : 
N est divisible par 2, 3et 5 alors N est divisible par 
2x3x5=30 alors N est divisible par 30. 


X/ SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) a) Reste modulo 7 de 2” 
ona:2 =2[7|;2*=4[7]|;,2" =1[7] 
*si n=3k,kEeN, on a: 
sis (>) =1[7]= 2% =1[7) 
= 2" =1[7] 
*sin =3k+1,ona: 
2 =1[7]=2" a =2/7) 
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*sin=3k+2,ona: *Sin=3k+1l,ona 

2412 2[7]= 22 =4[7]= 2" =4[7] 2" =2[7]= 3x2" =6|7]= u, =6[7] 
*Sin=3k+2,ona 

2° =4[7]=3x2"25|7|=u,=5|7| 
c)ona: 2009 =3kķk +2 avec k = 669 alors d’après 
2)b),on a: tto = 517] r=5 





Reste modulo 7 de 3” 

On a 3° =1[7] soit k e N 

Si n= 6k => 3“ =1[7]= 3" =1[7] 

Si n=6k+1= 3" =3[|7] 

S n=6k+2=3" =2ą(7| 

S n=6k+3=3" =6[7] 

S n=6k+4= 3" =4[7| 

Si n=6k+5—3" =5[7| 

b) Soit rle reste de 2modulo 7, r’ celui de 
3” modulo 7 et r "celui de 2” +3” modulo 7 


dde pe o i e pont 


hs 





D'où 2” +3" est divisible par 7 si n=3+6k,k eN 


2007 i 


c) A=(30) " +(353)" +(225 

Ona: 30=2[7]= 30” =2 [7] 
353=3[7|[=353" =3 [7] 
225=1[7]=>225"" =1[7] 

D'où 4=2"7 +377 +1[7] 

On a: 2007=-6x334+3 

Alors d’après 1)b), 

on a : 

62007 + 92007 = 0[7] 5 92907 + 92007 +1= 1[7] 

= A=1[7] donc x=1 

2) On a: 


Uj = —4 
Uasi = 2u, 5. 7 


a) 7-11x2° =7-11=—4 =u 

Soit n e N, supposons queu, =7—11x2", montrons 
que ü j = 7-11x2" 

Ona: u,a =2u, -7 =2(7-11x2")-7=7-11x2"" 

Donc d'après le principe de raisonnement par 
récurrence u, =7—11x2" 

b) On a 
7-11x2"=-11x2"[7]=7-11x2"=3x2"[7]= u, =3x2" [7] 
*Sin=3k,ona 

=I T= 3x2 23/7] u =3[7] 
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Identité de Bézout 


I) Résumé du cours 
À) PGCD de deux entiers : 
1) Théorème et définition : 


Sia et b sont deux entier non nuls, alors il existe un unique entier naturel d qui vérifie les deux 
conditions suivantes: 

1) d divise a et d divise b, 

2) Si un entier k divise a et b alors il divise d. 

L'entier d définie plus haut est noté a Ab et appelé le plus grand commun diviseur de a et b. 
2) Propriétés: 

Soit a, b, k des entiers non nuls 

1) aAb >0 

2) a Ab = la) a |b| 

3) Sib divise a alors a Ab =|b| 

4) Si a=bq +r alors a Ab =b Ar 

5) a Ab =b Aa 

6) (ka) A(kb) = k La Ab 

7)a A(b AC) = (4 Ab}Ac 


B) Entiers premiers : 
1) Définition: 
Deux entiers non nuls a et b sont dits premiers entre eux, si a Ab =1 
2) Théorème : 
Soit a et b deux entiers non nuls alors il existe un unique couple d’entiers (a’,b') tel 
quea=(aAb)a', b=(anb)b' et a'Ab'=1 
Lemme de Gauss: 
Soit a,b et c trois entiers non nuls 
Si adivisebcet a Ab =1 alors a divise c. 


3) Conséquence : 
si a divise bc et a est premier alors a divise b ou a divise c. 


C) PPCM de deux entiers: 
1) Définition: 
a et b deux entiers non nuls il existe un unique entier m strictement positif qui vérifie: 
ə m estun multiple de a et b. 
e Tout multiple commun de a et b est un multiple de m. 


— B, Chapitre N°8 





L'entier m ainsi défini est le plus petit commun multiple de a et b on note PPCM (a, b) ou 
avb. 


2) Conséquences : 
Soit a, b, k des entiers non nuls 


1) avb =|a|v |b] 

2) (a vb)x(a Ab) =|ab| En particulier si a Ab =1 alors avb =axb 
3) Si b divise a alors a vb =|a| 

4)(ka)v (kb)=|k|x(avb) 

5) avb =b vä 

6)av(bvc)={(avb)ve 


3) Inverse modulo b: 


Théorème et définition : 


a et b deux entiers non nuls premiers entre eux tel que b >2 alors il existe un seul entier 


u € {0,1,...,b—1} tel que axu =1|b], on dit que u est l'inverse de a modulo b. 
Exemple: 5x2=1[3] donc 2 est l'inverse de 5 modulo 3. 


D) Identité de Bézout: 
1) Théorème de Bézout: 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls 
a et b sont premiers entres eux si et seulement si il existe deux entiers u et v tel que 
au+bv=li. 
Exemple : n etn + 1 sont ils premiers entre eux? 
1x(n+1)-1xn =1 donc n etn + 1 sont premiers entre eux. 
Remarque : a=3etb=2. 
a Ab =1 
1x3—-1x2=I c'est-à-dire u=1etv=-1 
3x3+2x(-4)=1 c'est-à-dire u =3 etv= -4 
Donc il n'ya pas unicité de couple (u,v ). 
2) Corollaire Identité de Bézout: 


a et b deux entiers non nuls. 
Si d = PGCD(a,b) alors il existe des entiers u et v tels que au +bv =d 


E) Exemples d'équations de la formeax+by=c ; a, b et c entiers 
Théorème: 
a, b deux entiers non nuls et d =a Ab. L'équation ax +by =c admet des solutions dans Zx Z 
si et seulement si d divise c. 
Comment résoudre l'équation diophantienne (E) de la forme ax +by =c? 
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* On cherche une solution particulière (x,,y,) de (E). 


* On écrit l'équation : ” +by =a +Y o 


&a(x-x,)+b(y-7)=0 
a(x-x,)=-b(y-») 


*% On résoudre cette dernière. En utilisant le la lemme de Gauss. 


IT)Exercices 


\/ QCM ; VRAI OU FAUX 
Répondre par vraie ou faux en justifiant : 
1) Soit x et y entiers deux entiers tels que 10x=10y(mod 6) alors : x= y(mod3) 
2) L'équation (E) :65x-40y=2011 n'a pas des solutions dans Z xZ. 
3) Soit a,b et c trois entiers non nuls 
a) (abc) A (Ee ) =a (b A ac) 
b) Sil existe deux entiers u et v tel que au +bv =2 alors aAb=2 


c) Si a et b sont premiers entre eux alors a° et b? sont premiers entre eux 


d'A D=IS 
d) Le système admet dans N*xN * trois solutions. 
a V b=60 


\2/ QCM ; VRAI OU FAUX (Bac session de juin 2010) 


Répondre par «Vrai » ou « Faux ». 
1) Le quotient de (—23) par (-5)est 4. 
2) Si a et b sont deux entiers tels que 64a +9b =1 alors les entiers b et 64 sont premiers entre 


eux. 
3) 147 = 2(mod12). 


4) x° =0(mod8) équivaut à x =0(mod8). 
x= 3(mod 4) 

5) Si alors x =19(mod 20). 
x =4(mods) 


6) Si p est un entier premier distinct de 2 alors p° =1(mod4) 


QCM ; VRAI OU FAUX 
Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant la réponse 
1) a= 2504 b=-214 
Le quotient de la division euclidienne de a par b est égal à —12 
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2) Pour tout entier naturel non nul n, (n + 1y vn=n"+2n"+n. 
3) Pour tout entier n, (n =](mod6) ou n =4(mod 6)) équivaut à n=1(mod3). 


p si [8 =220mod7) 
| 5a=16 (mod11) 


W APPLIQUER 


1) Déterminer le quotient et le reste de la division Euclidienne de 24455 par -234. 
2) Déterminer le quotient et le reste de la division Euclidienne de - 245875 par 146. 
3) Déterminer le quotient et le reste de la division Euclidienne de - 42445 par -124. 


alors a—1 est divisible par 77 


APPLIQUER 
1) a)Déterminer le reste de la division euclidienne de 2009 par 11 
b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2 "par 11 
c) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2°” +2009 par 11 
2) Soit pe N ,on considère pour tout entier naturel non nul n le nombre 4, =2' +p. 


On note d, = 4 AÀ,, 

a) Montrer que d, divise 2” 

b) Déterminer la parité À, de en fonction de celle de p. 
c) Déterminer la parité d, de en fonction de celle de p. 


d) En déduire le PGCD de 2° +2009 et 27° +2009. 


\6/ APPLIQUER 


1) a) Montrer que, pour tout entier naturel n, 37° -11n+48 est divisible par n + 3. 
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, 37 -9n+16 est un entier naturel non nul. 
2) Montrer que, pour tous entiers naturels non nuls a, b et c on a:PGCD(a ; b}=PGCD(bc-a ; b). 
3) En déduire que pour tout entier naturel n, supérieur ou égal à 2. 
PGCD(3n3 - 11n ; n + 3) = PGCD(48 ; n +3). 
4) a) Déterminer l'ensemble des diviseurs entiers naturels de 48. 
b) En déduire l’ensemble des entiers naturels n tels que pe soit un entier naturel. 


V APPLIQUER 


Soit A=3n+1:; B=5n—1 avec n étant un entier non nul 


1) Déterminer les valeurs possibles de À AB. 
2) Déterminer les entiers n tel que: AAB =§ 
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APPLIQUER 


1) Résoudre dans Z xZ l'équation (E ): 5x—-11y=4 
u =2(mod 5) 


2) Résoudre alors dans Z le système 
u= 6( mod 1 1) 


\9/ APPLIQUER 


u =2(mod 5) 
Soit dans Z le système (S) : 
u=6(mod1l) 
u =17(mod 5) 
1) Montrer que si u est une solution de (S) alors 
u=17(mod1i) 


2) En déduire les solutions de (S) 


TA APPLIQUER 


1) Soita ,b et r trois entiers non nuls et q un entier tels quea=bq +r. 
Montrer que aAb=bnr 

2) a) Résoudre dans Z xZ l'équation: (E ):7x-3y=2 

Ix-3y=2 


b) Résoudre alors S 
XAy=2 


NY S’ENTRAINER 


Soit a, b et c trois entiers non nuls 
1) a) En utilisant le théorème de Bézout, montrer que si a est premier avec b et c alors a est 
premier avec bc. 

b) La réciproque est-elle vraie ? 


2) En déduire par récurrence que si a Ab=1 alors aAb"=1; ne N* 
3) Montrer que a Ab=1 alors a” Ab"=1,neN*, meN* 


4) Montrer que : Si a ab =c alors a” Ab" = c” 


S’ENTRAINER 
Soit pun nombre premier donné. On se propose d'étudier l'existence de couples 
(xs y) d’entiers naturels strictement positifs vérifiant l'équation : (E): x° + y” = p° 
1) On pose p =2. Montrer que l'équation ( E ) est sans solution. On suppose dans la suite que 


p est différent de 2 et que le couple (x; y) est solution de l'équation ( E ) 
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2) Le but de cette question est de prouver que xet y sont premiers entre eux 
a) Montrer que xet y sont de parités différentes 
b) Montrer que xet y ne sont pas divisibles par p 
c) En déduire que xet y sont premiers entre eux 


3) On suppose maintenant que pest une somme de deux carrés non nuls, c'est-à-dire : 


p= u +v” ou u et v sont deux entiers naturels strictement positifs 





a) Vérifier qu'alors le couple (u? -y );2uv) est solution de l'équation ( E ) 


b) Donner une solution de l'équation ( E ),lorsque p =13 
4) On se propose enfin de vérifier sur deux exemples , que l'équation ( E ) est impossible 
lorsque p n’est pas somme de deux carrés 


a) p=3etp=7 sont-ils somme de deux carrés ? 
b) Démontrer que les équations x° +” =9 et x + y” =49 n’admettent pas de solution en 


entiers naturels strictement positifs. 


xy S’ENTRAINER 


1) Soit (E) l'équation : 109x —226y =1 ou x et y sont des entiers relatifs 

a) Déterminer PGCD (109 ; 226). Que peut-on en déduire pour l'équation (E ) ? 

b) Démontrer que l’ensemble des solutions de ( E ) est l’ensemble des couples de la forme : 
(141+226k ; 68+109k) ou k est un entier relatif 


c) En déduire qu’il existe un unique entier naturel non nul d inférieur ou égal à 226 et un 
unique entier 
non nul e tels que 1097 =1+226e (On précisera les valeurs des entiers d ete) 
2) Démontrer que 227 est un nombre premier 
3) On note A l’ensemble des entiers naturels ainférieurs ou égaux à 226 
On considère les deux fonctions f et g de A dans A définies de la manière suivante : 
à tout entier de A, f associe le reste de la division euclidienne de a'™ par 227 


à tout entier de A, g associe le reste de la division euclidienne de a * par 227 

a) Vérifier que g(f(0))=0 

b) Démontrer : pour tout anon nul appartient à A, a°% =1[227| 

c) En utilisant le résultat de la question 1) b/ en déduire que : pour tout anon nul appartient 
à À, 

g|f (a) | = 


Que peut-on dire de f | g(a) | ? 
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+ SE PERFECTIONNER 
1) a) Quel est le reste de la division euclidienne de 6” par 11 ? Justifier 
b) Quel est le reste de la division euclidienne de 6° par 5 ? Justifier 
c) En déduire que 6” —1 est divisible par 55. 
2) Dans cette question x et y désignent des entiers 
a) Prouver que l'équation (E) :17x—-40y=1 admet au moins une solution. 
b) Donner une solution particulière de (E”) en utilisant l'algorithme d’Euclide. 
c) Résoudre dans Z° l'équation (E’).En déduire qu'il existe un unique entier naturel x, 


inférieur à 40 tel que 17x, = I(mod40). 


b(mod55) 
l 


a 
40 alors p = a(mod55) 


3) Pour tout entier naturel a, démontrer que si 
(mod 55 


NY SE PERFECTIONNER 

1) Résoudre dans Z xZ l'équation (E) : 5x —7y = 2. 
a) Montrer que les solutions de E sont les couples (—-1+7k,-1+5k4),keZ 
b) Déterminer les solutions de (E) telles que x A y =2 

2) Résoudre l’équation :5x-7y=2" où nest entier naturel non nul 

3) On considère l'équation (E”) : 5x?-7y?=2" où nest entier naturel non nul 
a) Vérifier que si (x, y) solution de (E’) alors 5x? = 2” (mod 7) 


b) Reproduire et compléter le tableau suivant : 





c) Montrer que 2” est congru à 1, 2 ou 4 modulo 7 pour tout entier naturel n , en déduire 
que l'équation (E”) n'admet pas de solution. 
z =12(mod5) 
=—3(mod 7) 
a) Déterminer le reste de la division Euclidienne de z par 5 et par 7 
b) Déterminer la forme générale de z solution de (S) en déduire le reste de la division 
Euclidienne de z par 35. 


4) On considère le système (S) d'inconnue l'entier z : l 


$ SE PERFECTIONNER 
Partie A: 
On considère l'équation (E) 5x - 26y = 2, avec x et y entiers relatifs. 
1) Montrer que si (x,y) est une solution de (E) alors x À y =1 ou x A y =2 


2) Résoudre dans Z” l'équation 5x - 26y = 2. 


— Ba Chapitre N°8 





3) En déduire les solutions de l'équation (E) tel que x et y soient premier entre eux. 

Partie B : 

Pour coder un message, on procède de la manière suivante : à chacune des 26 lettres de 
l'alphabet, on commence par associer un entier n de l’ensemble Q={0;1;2;...;24;25} 


selon le tableau ci-dessous : 

ABe m ETTE ELT E 
atetetetstriotyiw tra 
a et b étant deux entiers naturels donnés, on associe à tout entier n de Q le reste r de la 
division euclidienne de (an + b) par 26 ; ce reste est alors associé à la lettre correspondante. 
Exemple : pour coder la lettre P avec a = 2 et b = 3, on procède de la manière suivante : 

étape 1 : on associe à P l'entier n = 15; 

étape 2 : le reste de la division de 2x 15 + 3 = 33 par 26 est 7 ; 

étape 3 : on associe 7 à H. 

Donc P est codé par la lettre H. 

I) Montrer que les lettres A et C sont codées par la même lettre lorsque l’on choisit a = 13. 
Peut-on utiliser le chiffre a =13 pour coder des messages. 

II) Dans cette partie de l'exercice, on prend a = 5 et b = 2. 

1) On considère deux lettres de l'alphabet associées respectivement aux entiers n et p. 
Montrer, que si 5n + 2 et 5p + 2 ont le même reste dans la division par 26 alors n — p est un 












zep 








multiple de 26. En déduire que # = p . Que peut-on conclure 
2) On désire coder le mot « LPN » . Recopier et compléter la grille de ci-dessous : 





Conclure 
3) On se propose de décoder la lettre E. 

a) Montrer que décoder la lettre E revient à déterminer l'élément n de Q tel que 
5n - 26y = 2, où y est un entier. 

b) Décoder alors la lettre E. 


7 SE PERFECTIONNER 


Pour coder un message, on procède de la manière suivante. 
A chacune des 26 lettres de lalphabet A, B, C,... , X, Y, Z on associe un entier naturel b de 


l’ensemble {0, Lo... 28.24% 25} dans le même ordre que les lettres. 
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Le reste r de la division de l'entier (a =5b+2) par 26 associe la lettre correspondante : 


(AENEON ITEE E 
POAR Bu A e 7 ak B| 9 20, peep 
EE eO ALO ERE E E R Joa 
1s [a4 [1s [16 |17 |18 [19 |20| 21|22|23 |2425 
1) Coder le mot «AMI ». 
2) On se propose de décoder la lettre E. 

a) Résoudre dans ZxZ l'équation : 5x -26y =2. 






b) En déduire qu'il existe un couple unique (x,y)eZxZ solution de l'équation tel que 


0s% s25. 
c) Décoder la lettre E. 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) On considère l'équation (E) :91x+10y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs 

a) Enoncer le théorème permettant de justifier l'existence d’une solution à l'équation (E) 

b) Déterminer une solution particulière de ( E ) et en déduire une solution particulière de 
l'équation (E'):91x+10y =412 

c) Résoudre (E') 
2) Montrer que les nombres 4 = 3” —1 , ou n est un entier naturel non nul, sont divisibles par 
8 
3) On considère l’équation ( E"): 4,x+ 4, y = 3296 


a) Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de l'équation (£") 


b) Montrer qu'il existe un unique couple d’entiers naturels solution de (E w) .Le déterminer 


4y SUR LE CHEMIN DU BAC 


On considère dans Z x Z l'équation (E) : 253x -357y =17 


1) a) Justifier que 17 et 253 sont premiers entre eux. 
x=17z 
b) Montrer que (E) © | avec zeZ 
253z-21y=1 
2) a) Soit l'équation (E”) :253z-21y =1. Utiliser la division Euclidienne de 253 par 21 pour 
trouver une solution particulière de (F). | 
b) Résoudre dans Z xZ l'équation (E”) puis (E). 
3) Une personne possède n bons d'achats de valeur 50,6 DT chacun, achète p objets qui 
coûtent 71,4 DT chacun, on lui rend 3,4 DT . Déterminer n et p sachant que la valeur des bons 


ne dépasse pas 1000 DT. 
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74 SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) Soit dans Z’ l'équation ( E) :11x-7y=5 

a) Enoncer le théorème permettant de justifier l'existence d'une solution de l'équation 
(E) 

b) Montrer que les solutions de (E) sont les couples (3+7k, 4+11k) avec keZ. 
2) Déterminer les entiers naturels n inférieurs à 500 dont le reste dans la division 
euclidienne par 11 soit 1 et dans celle de n par -7 le reste soit 6. 


’ i 11x—-7y=5 
3) Soit dans Z‘ le système (S): 4 , 
y” +x=0 (mod7) 
x=3+7k 
a) Montrer que (S)4y=4+114 ‚kez 


k? +2k+6=0 (mod7) 
b) Résoudre alors dans Z’ le système (S) 
4) Pour tout k e Z on pose a= 3+7k et b=4+11k et d =aAb 
a) Déterminer les valeurs possibles de d. 
b) Montrer que si k =1(mod5) alors d =5 
c) En déduire d suivant les valeurs de k. 
d) Déterminer la valeur de d pour chacun des cas suivants : k = 2012” et k=2013" 


xy SUR LE CHEMIN DU BAC (Bac session principale 2007.2008) 
1) Soit dans Z xZ l'équation (E):3x-8y =5. 
Montrer que les solutions de (E) sont les couples (x, y) tels que x=8k-—1 et y=34-I 


avec keZ. 
2) 
i | i n=3x+2 
a) Soit n, x et y trois entiers tels que : 
n=8y+7 
Montrer que (x, y) est une solution de (E). 
n =2(mod3) 


n= 7(mod8) 


b) On considère le système (S } où nestun entier. 


Montrer que n est solution du système (S) si et seulement si n = 23( mod 24). 
3) a) Soit k un entier naturel. Déterminer le reste de 2° modulo 3 et le reste de 7° modulo 
8. 


b) Vérifier que 1991 est une solution de (S) et montrer que l’entier(1991) 


—] est 


divisible par 24. 
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V7 SUR LE CHEMIN DU BAC (Bac session principale 2011.2012) 


Le plan est muni d’un repère orthonormé direct (O,u,v) 
On désigne par A le point de coordonnées (3,2) 
Soit N un point de l’axe (O,u ) et P le point de l’axe (0, v) tel que ANP est un triangle rectangle 
en À. 
1) 
a) Soit les points E(3,0) et F(0,2) 
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F. 
Donner son rapport et son angle. 
b) Déterminer l’image de l’axe (0,u ) par S 
c) En déduire que S(N)=P 
d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point dďd’affixe z’ tel que M =S(M) 
13 


S: F 
Montrer que Z =——1Z +—! 
2 2 


2) 
a) On note x l’abscisse du point N et y l'ordonnée du point P 
Montrer que 3x +2y =13 
b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Bac session de contrôle 2011.2012) 


1) on considère dans ZxZ l'équation (E) :7x + 18y=9 
a) montrer que le couple (9, -3) est solution particulière de l'équation (E) 
b) résoudre dans ZxZ l'équation (E) 

n = 6(mod 7) 


2) résoudre alors dans Z , le système 
n =15(mod1à) 
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VY QCM ; VRAI OU FAUX 


1) Vrai 2) Faux 
c) Vraie 
En effet : 
1) 10x=10y(modé) <10(x-y)=6k,keZ 


<> 10(x— y) =3(2k),keZ 


3) a) Faux b) Faux 


On a: 3/10(x- y) d'après la lemme de Gauss 
34191 


3x- y >x y|3] 
2ème méthode : 10x=10y(mod6)= 10x=10y(mod3) 





=> 9x +x=9y+ y(mod3) = x = y(mod3) 


2) Ona: 65A40=5 et Sne divise pas 2011 alors 
(E) n'admet pas des solutions dans ZxZ 
3) a, b et c trois entiers non nuls 


a) (abc) A (ae ) = ((ac)b) A ((ac)(ac)) =|ac|(b A ac) 
b) Contre exemple : on a 3x1—1x1=2 et 
3A(-D=1z2 

c) 

Si a et b sont premiers entre eux alors 4 Ab =1 
alors d’après l'identité de Bézout il existe 

ueZ , veZ tel que au+bv=1 


alors (au+bv) =] alors a°u° + 2abuv + b°y? =1 
alors a (au $ 2bu )+b°v? =] 

alors a ab? =1 

Conclusion: Si anb=1= aab’ =1> a° ab? =1 


Ona: anb? =1— 8 Ab =1 
alors a° et b? sont premiers entre eux 


d) On a: ab=(avb)(aAb)=15x60 


a= isa" 
a Dal 
= X 
(ef d'A b"=1 
aAb=I15 
a'b'=4 
a'eN ,b'EN 
&= 15g" 
4{b=15b" © (a,b)e{(15,60),(60,15)} 


(a',b')e{(1,4),(4,0)} 


V/ QCM; VRAI OU FAUX 


1) Faux 2) vrai 3) Faux 4) faux 


5) Vrai 6) Vrai 


V7 QCM; VRAI OU FAUX 
1) Faux 2) Vrai 3) Vrai 4) Vrai 
En effet 


1) a) =-11,7 , b<0 alors le quotient est le plus 


petit entier supérieur ou égal à alors g =-11 
2) Pour tout entier naturel non nul n, 

(n+1) =n"+2n+1=n(n+2)+1. 

Alors 1x(n+1)-n(n+2)=1alors d'après le 
théorème de Bezout ( n + 1) NE 
D'où (n+1) vn=(n+1) xn =n? +2n +n 
3) Pour tout entier n, 
(n =](mod6) ou n =4(mod 6)) 

équivaut à n=1(mod3) ? 

n=1l3] = n=1+3k,keZ 
n=1+3(24') ou n=1+3(24'+1),k'eZ 
<n=1+6k ou n=4+6k'k'ezZ 
= n=1([6| ou n=4{[6] 


4) si [8a=22(mod7) 5 a=1[7 
5a =16 (mod11) 5a=5[11] 


=1|7 =1|7 —1=0|7 

Les fe] fa-1=0f7 
9x5a=9x5[11]  |a=1[11] 

Or 7A11=1 alors a-1=0[7x11| 

alors a—1= 0[77 | alors a — 1 est divisible par 77 





On a b< Qalors q est le plus petit entier supérieur 
a 
ou égal à 5 alors q =—104 


Ona:r=a—bq=119 
2) Déterminer le quotient et le reste de la division 
Euclidienne de - 24584 par 146. 


EU, —168,383 
146 


On a b> Qalors q est le plus grand entier inférieur 





On a 


ou égal à £ alors g =—169 
b 


Ona:r=a—bq =90 
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3) Déterminer le quotient et le reste de la division 
Euclidienne de - 42445 par -124. 


Ona H = 342,298 





On a b< Qalors q est le plus petit entier supérieur 
a 
ou égal à alors g = 343 


Ona: r=a-bq=77 


pr 


1) a)On a : 2009 =11x182 +7 alors le reste est 7 
b) On a 2° = —1[1 1] = 2" =1[11] alors le reste est 1 


e)Ona 2° = 1[1 1] =% (2 A 


DT 
Ona P=- Lijs PrI =(-1)2f [1 1] 
2 =-16[11] = 
Alors 27% aF =1x 6[1 1] 2 = 6[1 1] 
Or d'après a) 2009=7[11] 
alors 2° +2009=6+7[11] 
alors 2°° +2009=2[11] 
2)a)Ona: 4 =2" +p et A =2" +p 
Ona d, = Á, AÁ 
alors d, divise À, et d, divise À. 
= d, divise 4, — 4, = d, divise 2” 
b) Ona: À, =2" +p et 2” est pair alors À, etp 
on a la même parité 
c)Ona d, divise 2" alors d, € LA diras | 
*sipestimpair alors À, est impair alors d, = 1 


* si p est pair alors 4 et À, sont pair alors 


n+1 


d,#1lalorsd € D D nd? À 


Alors d, est pair 


d) On a p =2009 est impair alors PGCD 
(22% +2009,2™" + 2009) =1 


\6/ APPLIQUER 


1) a)3n° —-11n+48=3n +81—117—33 
=3{n°+27)-11(7+3) 


=3(n+3)(n°-3n+9)-11(7+3) 
=(n+3)(3n° -9n+16) 


bjOnneN—=3n -1in+48eZ 

or pour tout réel x, 3x°—9x+16>0 car 
A<0 eta>0 alors 3n°—11n+48 >0 

alors (37° —]1n + 48) eN 


2) Soit d=aAb et d'=(bc-a)Ab 
*Ona d =a Ab alors d divise a et d divise b 
alors d divise bC—a etb 
alors d divise (bc = a) Ab 
alors d divise d’ 
+ Da d'= (bc-a) Ab alors d’ divise be—a etb 
alors d’ divise bC—a etbc 
alors d’divise bc — (bc = a) =q 
On a d' divise a et b alors 
d' divise a Ab alors d' divise d 
Conclusion : d’ divise d et d divise d’ alors d’-d 
3) Montrons que pour tout entier naturel supérieur 
où égal à Zona: 
PGCD(3n° -11n,n+3)= PGCD(48,n +3) 
On pose a = 48 , b= n+3 cherchons c tel que 
(n+3)c-48=3n -11n 
On a 3n°—-1In=3n -11n+48—48 
= (n +3) (37 — 9n +16)—48 
o — 


Conclusion : pour a = 48 , b= n+3 et 3n° — 11n +48 
on obtient : 


PGCD(3n°-11n,n+3)= PGCD (48,n +3) 
4) a) les diviseurs de 48 sont {1,2,3,4,6,12,24,48} 


3 
b) Ona ore N & (n +3) divise (3n°-11n) 


n + 


= PGCD (3r -11n,n+3)=n+3 
& PGCD(48,n+3)=n+3 & n+3 divise 48Alor 
s n+3e/{1,2,3,4,6,12,24,48) = n e {0,1,3,9,21,45} 


N/ APPLIQUER 


Soit  A=3n+1; B=5n—1 avec n étant un entier 


non nul 
1/ Ona:d= AAB: 
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d divise A 
Alors 

p divise B 
Or 54-3B=5(3n+1)-3(5n-1)=8 d'où d divise 
8 d'où de{1,2,4,8) 
2/ Ona: de{1,2,4,8} alors d =8 &8|A et 8|B 
Ona 8/4 et 8/B 
=> 8|2B-34 = 8/2(5n-1)-3(3n+1) 


— d divise 54—3B 


} 


=> 8in-5—n=5+8k 
keN 
Pour n=5+8k, KkENona 


* A=3n+1=3(5+8k)+1=8(2+3k) alors 8/4 
— mm 


eZ 


* B=5n-1=5(5+8k)-1=8(3+5k) alors 8|B 
Lomme eme 


Conclusion: AAB=8équivau n=5+8k , 


APPLIQUER 


1) Ona:5x3-11x1=4 
D'où 5x-11y=4e5x-11y=5x3-11x1 
5(x-3)=11(y-1) 
On a: 11 divise 5(x-—3) et I1AS=1 alors d'après 
lemme de Gauss 
11 divise (x-3)d'où il existe keZ tel que 
x—3=114, d'où x=11k+3 
Pour X=11£+3,k4eZ on a: 5x114=11(y-1) 
alors y =1+5k,kezZ 
S, ={$(11k+3,5k+1) ou keZ} 
2) On a |" 2(mod 5) 
u =6(mod11) 
Alors Il existe (x,y)eZxZ 
u—2=5x u=2+5x 
u=6+11y 


tel que l 


Ainsi 5x+2=11y+6 
D'où &5x-lly=4 
D’après 1) x=3+11k 
y=1+5k où keZ 
D'où u=5(3+11k)+2=17+55k, keZ 


= 
u—-6=11y 





On a u=17+55k, keZ vérifié le système 
u =2(mod 5) 

' =6(mod11) 

Conclusion: S ={17+55k , ke Z} 


APPLIQUER 


u=15+2(mod 5) u=17(mod 5) 
1) alors 
u=11+6(mod11) u=17(mod11) 


u =2(mod 5) 
2) Ona 
u=6(mod11) 
u=15+2(mod 5) 
alors 
u=11+6(mod11) 


u=17 (mod 5) 
alors 
u=17(mod11) 


u—17 =0(mod 5) 
alors 

u -17 =0(mod11) 
Comme 5A11=1 alors u—17 = 0 (mod 55) alors 
u =17(mod 55) 


Vérification : 


Si u =]17(mod 55) 
Alors u =17(mod 5) et u =17(mod 11) 
alors u =2(mod 5) etu=6(mod 11) 


D'où est solution de (S) 


Conclusion : § = {17 +55k, ke Z} 


Soit d =4 Ab etd'=bAr 
* On a: d/a et d/b alors d/a - bq alors d/r D'où 


air alors d /b Ar 
d /b 


alors d/d’ 
* On a: d'/b et d'/r alors d'/bq +r alors d'/b D'où 


d'la d'lanb 
— 
d'/b did 
d'/d 
Conclusion: Jq /d' 


d>=0; d'>0 


Sd. 
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Tx—3y=2 équivaut 7x-3y=7x2-3x4 
équivaut 7(x-2)=3(y-4) 
On 3/7(x-2)et 3^A7=1 alors d'après le lemme 
de Gauss on a: 3/x—2 
— À -2 = ( keZ)&x=2+3k ( keZ) 
Pour x=2+3k on obtient 7x3k=3(y-4) 
y=7k+4 
Vérification : On a 7(2+ 3k) —3(7k +4) =r 
Szaz ={(2+3k,4+7k),k E Z} 
b) aiui 
XNA yY=2 
x=2+3k 
équivaut y=4+7k 
(2+3k)A(4+7k4)=2;kezZ 
Orona (2+3k)A(4+74)=(2+3k)Ak 
(car 4+7k=2(2+3k)+k4) 
a Ur e À le 


= KA2 
(car 2+3k=3k+2) 
— — ME a 
a q r 
+=9-+3# x=2+3k 
D'où (5) €> y=4+7k  4y=4+7k 
ÉNA2=2:kez k=2£ 
x=2+6k Ier 
y=4+14k' 


Szaz ={(4+6k',4+14k'),k'eZ) 


Ny S’ENTRAINER 


a) Montrons qu'il existe deux entiers a et f tel que 
aa + B(bc)=1 ? 
* On a: aAb =1 © il existe (u,v )e Z tel que 
au+bv = 

* On a: aac=1 < il existe (u y Jez tq 
au ‘+cv'=1 
D'où (au +bv )(au '+cv ')=1 


Alors a°uu ‘+ aucv ‘+abvu ‘+bcvv '=1 





Alors a a '+cuv ‘+bvu + bc E ) —| 
m a 


eZ eZ 


b) La réciproque est vraie en effet si a est premier 
avec bc alors d’après le théorème de Bézout il existe 
deux entiers a et p tel que æa + B(bc)=1 


D'où on obtient que wyt (Bb)c=1 €t 
a == -—' 


eZ, 


œa+(Bc)b= 


= eZ 

D'où d’après le théorème de Bézout a^b =let 
anec=]l 
1) Montons par récurrence que pour tout n 21 
«Si a^b =] alors a Ab" =1 y 
e Pour n=1 on 4Ab =1 alors a ab' =1 vraie 
e Soit 1 > 1: supposons que: a Ab” =1 montrons 
que aAb"* =1?20naaAb"=1 et aab =1 
D'après 1)a) 4 ^ (b X b”) =] alors aAb"* =1 
Conclusion: D'après le principe de raisonnement 
par récurrence Si 4 AD =1 alors a ab” =1 

3) Montrons que si a Ab =1 
alors a” Ab"=1neN ,meN 
On d'après 2), 
ahb=anb" slab" ka is bre El 

4) Montrons que si 4 Ab =c 
alors g AD. =E" ? 


On a :a Ab =C équivaut il existe un unique couple 


=a" 
(a'b')e Z? telque: p =cb' 
G'AD" Sl 


D'où 


Ab =e" (ae) ne (Bb) =e GC MT) =g" 


I 


N2z/ S’ENTRAINER 


(E Jr” +y/=p" ssxeN peN; pu 
nombre premier 


1) 
ZA 
x’ +y’ =4 ; 
xeN alors }7 " 
à eN 
y eN s 
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0x2 
alors 
0 < y <2 


+1 -2z4 
2) 

a) “On a p est un nombre premier + 2 alors p est 
impair > p = 1(mod2) > p° =1(mod2) (1) 


alors 7 =i Impossible car : 
yal 


* Si x ety sont pairs alors x= 0[2] et y= 0[2] 
alors 

x? = 0f2] et y = 0[2] >x +y = 0[2] (2) 
D'après (1) et (2) l'égalité x + y = p est 
impossible. 

* x et y sont impairs alors x = 1[2] et y= 1[2] 
alors x° = 1[2] et y= 1[2] 
alors x°+y°=2[2|=0[2] (3) 
D'après (1)et(3) x "$ y t= D impossible. 


Conclusion : (x, y) s'il existe sont de parités 


différentes 
b) Si x et y sont divisibles par p alors il existe 


keN',k'eN telque x = pk' et y = pk ' 

Ona x°+y° =p 

=> (pk) +(pk'f = pP > p’ (k+k')= p’ 

Alors k +k '=1 impossible car k+k' >1+12>72. 

c) Soit d=xAy 
dix sd is 


sd/x"+y" =sd/p 
mp 5 . 


alors de {p,p°,1) 

Or d'après 2) b) on x et y ne sont pas divisibles par p 
>d Ap etd +p ->d =1 

— x et y sont premiers entre eux. 

3) pau ty" 

a) (be ES ?|,2uv ) solution de E? 

on a: 


2 2 
u? -v 


D'où le couple (u ae 


" —(2uv y = (uv?) -4u ? = (u? +v?) =p" 








, 2UV | est une solution. 
b) Ona: 13= 2° +3 
alors (2 —3|,2x 2x3) = (5,12) est une solution 


4) a) 3et7 ne sont pas des carrés parfaits. 





s ppt 
, unes 
b) 4x eN alors 
; 0 < y <3 
y eN 


les couples (x, y) possibles sont (1, 1) (2, 2) (1, 2) (1, 
“A vérifie: 

1? +1=2_ => (1,1) n'est pas une solution 

2? +2” =8 => (2,2) n'est pas une solution 

2? +1? =5 => (2,1) n’est pas une solution 

1? +27 = 5 > (1,2) n’est pas une solution 

Alors l'équation x° + y” =9 n'admet des solutions 


x°+y”—49 

* D<Xx< 7 
x eN alors 

; Le 
y EN 


Le tableau ci-dessous est complété par x + y” 






[6 |9740 las] 50 sr] 
Alors l'équation  x°+y”=—49 madmet des 
solutions 


F Je 


1) (£ ):109x —226y =1. 


a) PGCD (109,226) 

La calculatrice affiche que l'écriture irréductible de 
226 226 

a e, 

109 109 

alors 226 et 109 sont premiers entre eux. 


On a: 1091226 =] alors d'après le théorème de 
Bézout l'équation (E) admet des solutions. 


b) Il faut résoudre l'équation 
On a (141,68) est une solution de (E) 


(E) <> 109x-226y =1 

<> 109x- 226y =109x141-226x68 
109(x—141)=226( y—68) 

On a 226 divise 109(x—141) et 226 et 109 sont 
premiers entre eux 

Alors 226 divise X—141 alors x = 141 +226k 
(keZ) 

Pour x = 141 +226k 
109 x 2264 =226(y-68) 
alors y = 68 +109k 


(keZ) on obtient 








— B Corrigé 


Vérification : 109 (141+ 226k) —226(68 +109% ) 
=109x141- 226x68 =1 
Conclusion: S = {(141 + 226K; 68 + 1094 )} „kez 


c) Ona: VkeZ 
109d =1+ 226e 
deN’ 
Si d et e existent alors , 
eeN 
d < 226 
1094 — 226e =1 
deN 
alors 
eeN 
d < 226 
d =141+226k 
Alors: EF 68+109k 
d EN ,d < 226 
eeN 
e = 68 


D'où 109x141=1+226x68 

2) 227 est il premier? 

On a: /227 = 15,06 

Les nombre premier inférieur ou égale à 4/227 sont 
12,3,5,7,1 1,13} 


Aucun des ces nombres ne divise 227 
D'où 227 est premier. 


3) À ={0,1,2,....,226) 
a) F > A —> Á 
a>r 
109 _ 
ae =r [227] 
r = le reste modulo 227 de a!” 


g:4>A 
ar 


a =r [227] 
e $ '= le reste modulo 227 de a * 
* on a: 0” = 0[227] alors f (0}= 
* ona: 0° = 0[227] alors g(0) = 0: 
D'où g(s (0))= e(0)=0 
b) ae A\{0} NT où +. [227]? 


Soit ae {1, Da ,226} alors 227 ^Aa=l1 donc 


227 ne divise pas par a. 
De plus 227 est premier. 
alors d'après le théorème de Fermat on a: 


a” =1[227|. 


E (a)=r 

c) On pose: montrons que F =4 
EUJ=r 

On a: sé ad alors (a i j ap [227] 
D'autre part : q4” = [227] 


1 
Alors a" =1[227]= a°°%xa =a[227]= 
g SEN = a[227| 


Or|109x141=1+226x68 


Alors = a = r '[227] 


Alors r'=a D'où g[f(a)|=a 


De même on montre que FI g(a)] at 


j SE PERFECTIONNER 


4) a) On a 11 est premier et 11 ne divise pas 6 
alors d’après le Théorème de Fermat 


6° =1[11] >r =1 

b) On a 5 est premier et 5 ne divise pas 6 alors 
d’après le Théorème de Format 6* = 1[5] = E 

c) Ona e” siis (6°) =1*[11]= 6“ =1[11] 
On a 6f = 1[5] => (ey: ah [5] s6"s 1[5] 
On a 

6” -1 = 0[1 1] 

6°-1=0[5] |=6"-1=0[55] = 6” =1[55] 

I145=Ii 
5) a) On a: 171A—40=1 alors d’après le Théorème 
de Bézout, l'équation (E') admet des solutions dans 
ZxZ 
b) On pose a=40,b=17 
40=17x2+6—a=2b+6—6=a—2b 


— B Corrigé 


17=6x2+5—b=(a-2b)x2+5— 5= -2a + 5b 
6=5x1+1—a-2b=(-2a+5b)+1=1=3a-7b 


D'où 1=3x40-7x17—=17(-7)-40(-3)=1 

Alors (-7, 3) est même solution particulière de (E') 

c)*(£')17x-40y=17(-7)-40x(-3) 
 17(x+7)=40(y+3) 

, 4017 (x+7) 
40A7=I 


on a Jion d’après la lemme de Gauss, 


on a 
40|x+7 =>x+7=40k,ke Z= x=-7+40k,keZ 


Si x=-7+40k,keZ ona 
17x40k = 40(y+3) alors y=-3+17k,keZz 
S,: ={(-7+40k4,-3+174)}keZ 
* Si 17x, =1[40]=17x, =1+40y,y eZ 
— 17x —-40y=1,7eZ 
=> x, =—7 +40k et y=-3+17k,ke Z 
Si 0< x, <40 alors x =33>k=1> y=14 
Ona: 17x33 =1+40x14, d'où x existe etil est 
unique 

[a =b[55] 
6) Si 

ss =1[55] 

* On a: 
a" = b[55]= (a) 25° [55] = 
a = þ” [55] 
*Ona: 
a =1[55]= (4°) = 1 [55] = a ss] 
Sda HAEA [55] 
a E 


D'où b” =a[55] 


; SE PERFECTIONNER 
4) a) 5x—7y=2 
S 5x-7y=5(-1)-7(-DS 5(x+1)=7(y+1)) 





On a: 715(x+1) et 7A15=1 alors d'après la 


lemme de Gauss on a: 7|x+1 alors 
x+1=7k,kez, alors x=-1+7k,keZ 
Pourx=-1+74,keZ,ona: 5x7k=7(y+1) 
alors y +1= 5k alors y =—1+ 5k 

S ={(-1+7k,-1+5k)},keZ 


Z 
b) Soit d SxAF 
*ona: d|-1+7k etd|-1+5k 


alors d 5(-1 -- 1k) -7 (-1 + 5k) alors d 2 


alors 

*D'où d=2< 2x et 2|y 

ona: 2|x 

& 2|-1+5k & -1+ 5k = 0[2] e 5k =1[2] 

<s k=1[2] 

Vérification : Pour k=1[2], ona: 

5k=5[2]= 5k -1 =0[2] alors 2|5k —1 alors 2|y 


Conclusion : 
xny=2@k=1[2]ék=-1+24!k'eZ 
> (x, y) = (6+14k',4+ 104'),k' eZ 
5) Cherchons une solution particulière de 
5x—-7y =2" 
Ona: 5(-1)-7(-1)=2 
alors 5 (2 ) -7 (-2"") LA 
alors (-27,-2"") une solution particulière de 
Sx- p= 
D'où 
5x—7Ty=2"5x-7y=5(-2"")-7(-2") 
e 5(x+2")=7(y+2") 

On a: 71$Cx +2") et 7A5=1 alors d’après la 
lemme de Gauss, on a: 7 |x gaa 
alors x+2"1=74k,keZ 
alors x=-2""+7kkez 
Pour x=-2"!+7#,ona: 5X7k— 71(»+2"°) 
alors y=-2""+5k,kezZ 

Sp ={(-2""+7k,-2" +5k)},keZ 


6) (E'):5x2-7y2=2" où n est entier naturel non 
nul 








— M Corrigé 


a) Si (x, y) est une solution de (E ') 

b) 5r Iy =r (n EN’) 
alors 5x°-2" =7y° avec: y eZ 
alors 5x° = 2” |7| 


) 
|_Restemoduló7 dex_|[0[112|3/4/516 
[Reste modulo7 de 5x? [0[5[613131615 


d) Ona: 2*=1[7] 
"Si p= ona: 
raay er 
“a a 
* Si n=3k+1,ona: 2* =1[7] alors 2*" =2[7] 
alors 2” =2[7]| 
* Si n=3k+2,ona:2*=1[7] 
alors 2* x2°=4[7]alors 2**° =4[7] 
Alors 3" =4[7| 


C 





Conclusion: VneN, 2” est congru à 1, 2 ou 4 
modulo 7 


Sx° est congru à 0, 3,5 ou 6 modulo 7 
Alors 5x° =2"[7] est impossible 
Alors (E') n’admet pas de solutions 
4) On considère le système (S) d’inconnue l'entier z: 
z=12(mods) z=2{[5] 
en, 
z =—3(mod 7) Z= 4[7] 
a) le reste de la division Euclidienne de z par 5 est 2 


le reste de la division Euclidienne de z par 7 
est 4 


(5) z=2{5] ni 
> D Z=ZL+ 
b) z=4[7] 

et z=4+7k!, keZ, k'eZ 

alors 2+5k=4+7k" alors 5k—7k'=2 
d’après 1/ k=-1+7k4" et k'=-1+5k",k'eZ 
alors 
z=2+5k=2+5(-1+7k")=-3+35k4", k'eZ 
Vérification : Pour z = —3 + 35k", k'"eZ 
On a: z—12=-15+354x"=5(-3+74") alors 
z=12[5] 
z+3=35k" alors z2=-3[7| 
Conclusion: z = —3 + 35k", k"eZ 


* Ona: z=-3[35]= z=32[35] = Le reste de 


la division Euclidienne de z par 35 est 
32 


7 SE PERFECTIONNER 


Partie A: 

1) E :5x -26y =2E 

Sat g=% Ap alors dlx et, g|y alors 
d|5x—26y alors d |2 alors d e{1,2} 

2) On a (—-10,-2) est une solution particulière de 


(E) 
5x—26y=2 


& 5x-26y=5x(-10)-26(-2) 
& 5(x+10)=26(y+2) 
On a: 26|5(x+10) et 26A15=1 


Alors d'après la lemme de Gauss on a: 26|x+10 


d'où x+10=26k4 d'où x=-10+26k4 kez 
Pour x=—-10+26k,keZ 


On a: 5x264=26(y+2) alors y+2=5k alors 
y=-2+5k ,keZ 

Vérification: pour x = —10 +264 
ety=-2+5k,kezZ 

L'équation (E) est vraie. 

Conclusion: S_, ={(-10+264,-2+5k),k eZ} 

3) On a d’après 1) x Ay =1 ou x Ay =2 

Si x A y =2 alors x = 0[2] et y = 0[2] 

alors -10+26k=0[2] et -2 + 5k = 0[2] 

vrai = 5k=0/[2] 

Vkez > k= 0[2] 

Alors k =0[2] 
Vérification : 
5h =0[2] 

= 26k -10 =0[2] et 5k -2 = 0[2] 
=x =0[2] et y =0[2] 
Conclusion: x À y = 2 sig k= 0[2] 


Pour #=0[2], on a 26k =0[2] et 


D'où x À y =1 signifie k=1[2] sig il existe £'eZ 
tel que k =1+24"' 

Signifie x =52k'+16 et y=3+10k',k'eZ 
Partie B: Pour a = 13 et b quelconque 

I. 


1) * àla lettre A on associé n =0 


— B Corrigé 


Ona 13x0+b =b 
Soit r le reste de la division euclidienne de b par 26. 
On a associe à A la lettre qui correspond àr. 





* à la lettre C on associé Nn =2 


Ona 13x2+b =26+b 

Le reste de la division euclidienne de 26 + b par 26 
est aussir. 

Alors A et C sont codés par la même lettre. 

IL. 

2) Poura=5,b=20na: 


Sn+2=5p+2126 
Sn+2=r[26]) É a 
>5(n-p)=0 
sp+2=r |26] TEIA 
=> 5(n-p)=26h,hez 
On a: 26|5(n-p) et 26A5=I alors d’après la 
lemme de Gauss 26 |n — p (1) 
<n< 
Or ER alors —25 < n — p < 25 (2) 
-25<-p <0 
D'après (1) et (2) ona: n- p=0>n=p 
On peut utiliser les entiers a = 5 et b = 2 pour coder 
des messages. 





2) LPN est codé = FZP 
3) Soit E la lettre codée par E et soit n l'entier qui 


correspond à Æ. 
On a 4 correspond à l'entier E. 


D'où 5n +2 =4[26] 
D'où il existe y eZ tq Sn+2=4+25y d'où 
Sn —-26y =2 
On a d'après partie A)2) n=—-10+26k,keZ 
Or 0<n<25 
=> 0<-10+264 < 25 = 10 < 26k < 35 


car keZ =k=1 d'oùn=16 
Alors Q est la lettre codée par E. 


3 SE PERFECTIONNER 


A chacune des 26 lettres de l'alphabet A, B, C,... , X, Y, 
Z on associe un entier naturel b de l’ensemble 





{0, 1,2,...,23,24, 25} dans le même ordre que les 
lettres. 
Le reste r de la division de l'entier (a = 5b +2) par 


26 associe la lettre correspondante : 
1/ Coder le mot «AMI » ? 





Conclusion : le mot ami est codé par CKQ 
2/ On se propose de décoder la lettre E. 
d) on a (-10,-2) est une solution de : 5x -26y = 2. 


5x — 26y = 2 & 5x — 26y =5(-10)-26(-2) 
<> 5(x+10) =26(y+2) 
On a: 5 et 26 sont premiers entre eux 
alors 26 divise x+10 alors x+10=26k (kez) 
26 divise 5(x+10) 
alorsx=-10+26k(keZ) 
Pour x = - 10+26 k on a 5x26k = 26(y+2) 
e 5k=y+2S y=-2+5k(keZ) 
Sp ={(-10+26k,-2+5k)},keZ 
e) En déduire qu'il existe un couple unique 
(x;y)eZxZ solution de l'équation tel que 


Ê<X<2. 
Si (x,y) est une solution de (E) et 0 < x < 25 alors 
lieka ds een 
26 26 
alors 0,3<4<1,3 
alors k= 1 d’où x=16 et y = 3 
f)Décoder la lettre E. 
On aE correspond à r = 4 
Soit b l'entier qui correspond à r =4 
On a: 
5b+2=4[26] et be{0,1,...,25} 


=> 5b+2=4+26k et be{0,1,..,25} 


= 5b-26k=2 et be{0,1,...,25} 
D'après 2)b) on b = 16 alors Q est la lettre codé par 


Ns/ SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) 91x +10y =1(E) 


a)Théorème : 
Soit l'équation (E): ax+by=c 





— My Corrigé 


(aeZ*,beZ*etceZ) 


Soit d=aAb 
(E ) admet des solutions dans Zx Z si et seulement 
si ddivise c. 


Ou bien : Théorème de Bézout 
((anb)=1i existe (u,y)eZxZ tel que 
au +bv =1) 

b) On a: 91x1+10(—-9)=1 alors (L-9) 


solution particulière de (E). 
alors : 91 x412+10x(-9) x412 =412 


alors 91x412+10x(—3708) = 412 
Alors (412, —3708) est une solution particulière de 


(E. 
c) On a: 91x +10y = 412 


& 91(x-412)+10(y+3708) = 0 
& 91(x-412)=10(-y-3708) 
On a 10/91(x —-412) et 10191=1 


Alors d'après la lemme de Gauss 10/x— 412 d'où 
x=412+10k,keZ d'où x =10k4 +412 

Pour x =104 +412 on obtient 

91x10k =10(-y-3708) 

=> y=-—91k -3708 

Vérification, on a: 
91x+10y=91(10k+412)+10(-91k-3708) 


=91x412-3708 = 412 
S > ={(412+104,-3708-914),k eZ} 
214, =3" -1 ; neN 
Ona 3 =1[8]= (3°) =1" [8] 
+3" -1[8) 
= 3°" —1 = 0[8 | alors 4, = 0[8]alors À, divisible 
par 8 
3) a) (E")& 4x+ 4, y = 3296 
<> 728x +80y = 3296 
& 91x +10y =412& (E') 
S :{(412+10k,-3708-91k),k eZ} 


91x +10y =412 
a) S'il existe (x,y) tel que : J% e N 


y eN 





x=412+10k 
y =—3708 -91k 
alors kez 
x20 
y20 
x>0—=412+10k2>0 


=> 10k > 412 = k > -41,2 
y > 0 => -3708 -91k > 0 


—3708 





=> —3708 > 91k > k < 


=> k < —40,7 

Alors —41,2 < k < -40,7 or keZalors k =—41 
Pour k =—41 ,ona:x=2 et y=23 

Vérification : 91x2 +10x23 = 412 

D'où (2, 23) est unique couple d’entiers naturels 


solution de (E”). 
Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


253x-357y=11. 


1) a) 17 est premier et 17 ne divise pas 253 alors 
17 et 253 sont premiers entre eux. 


b) (E)253x-357y=17 253x=17(21y+1) 
on a 7 divise 253 x et 7 A 253=1 alors d'après la 
lemme de Gauss 17 divise x alors x=17 y où y € Z 
D'où 253x-357 y=17 —253x 17 y-357y=17 
=> 253y-21y =1 
D'où (E) => mair 
253y—2ly=1 

Réciproquement 
m 17y 
si 

253y—2ly=1 
On a: 253y -21y = 1 253 x 17y-21x 17y=1x 17 
=> 253x-357y=17 
x=17y 
253y—21y=1 
2) a)On a: 253x1-12X21=1 alors (1,12) est 
solution de(E') 
On a:253y-21y=1 
<> 253y-21y=253x1- 21x12 
<> 253(y-1)=21(y-12) 
On a 21 divise 253(y-1) et 21 A 253=1 
Alors 21 divise y-1 alors y-1=21K, k eZ alors 
y=1+21KX ,keZ 


Conclusion : (E) <> l 


— B Corrigé 


Pour y=1+214,k eZ on a 253x21 Ńķ=21(y-12) 
équivaut y -12 = 253 k 

équivaut y= 12 + 253 k 

S ={(1+21k,12+253k)} ,keZ 


x= [7z 
e Ona (E) avec ZEZ 
253z:-21y=1 
x =17z 
Ss<z=1+2K ; 
y =12+253k 
x=17+357k 
„ke 
y =12+253k 
S ={(17+357k,12+253k)) ,keZ 
3) On lt nx50,6-px71,4=3,4 alors 
506n—-714p =34 alors 253n—357p =17 
D'après 2)b) , il existe keZ tel que 


[n=17+357k]et| p =12+253k 


Or nx50,6 <1000 = n <19,76 => n =17 
alors k =0 alors p = 12 


kez 2 


V0/ SUR LE CHEMIN DU BAC 
2) Soit dans Z” l'équation (E):11x—7y=5 
a) Théorème: 
aeZ*,beZ* ,ceZ etd =aÀb. 
L'équation ax +by =c admet des solutions dans 


ZxZ, si et seulement si d divise c. 
b) Montrer que les solutions de (E) sont les couples 


(3+7k, 4+11k) avec keZ. 
Ona:11x3-7x4=5 
(E)&11x-7y=5e11x-7y=11x3-7x4 
&11(x-3)=7(y-4) 

On a: 711(x-3) et 7A11=1 alors d’après la 


lemme de Gauss 7|x -3 alors x=3+7k kez. 


Pour x=3+7Kk , 

E&11x7k=7(y-4)& y=4+11k,keZ 

Sp ={(3+74k,4+11k)},k eZ 
2) Si n est un entier naturel inférieurs à 500 dont 
le reste dans la division euclidienne par 11est 1 et 
dans celle de n par —7 le reste est 6. 
Ona n=1lg+1 et n=-7g'+6 geZ,qg'eZ 

alors 119+1=-7g'"+6 

alors 11g+7g'=5 
alors d'après 1/ g=3+7k et g'=—4-11k ; keZ 





D'où n=11(3+7k)+1=77k+34 (keN) 


car n est un entier naturel 

Vérification: Pour n=34+77k (keZ) 

On a : n=11(3+7k)+1 

et n=-7(-4-114)+6 

Si 0<n<5000<34+77k<500 et keZ 
<-34<77k<500 <= -0,45<kK<6,5 D'où 
ke{0,1,2,3,4,5,6}, 

D'où ne{34,111,188,265,342,419,496} 


3) (S) : Di 
y” +x=0 (mod7) 
x=3+7k 
(S)&4y=4+11k keZ 
y’ +x=0 [|7] 


Ona: y+x=0[7](4+114) +3+7k=0[7] 
<> 16+88k+121k° +3+74 = 0[7] 
 2+4k+2k°+3=0[7] 

< 2k°+4k+5=0[7] 

& 2k°+4k+12=0[7] 

<> 2(4k° +2k+6)=0[7] 

 k°+2k+6=0[7] car24A7=1 


b) Le tableau ci-dessous est complété par le reste 
modulo 7 


k 172.3, 4,5.5% 


lolilal2l2la 
lol2lalelil31s 









D'où 
k°+2k+6=[7] K=2[7] ou k=3[7| 
 k=2+7k'ou k=3+7k' ,k'eZ 
e Si k=2+7k'k'ezZ 
x=3+7(2+7k')=17+49k 
y=4+11(2+7k')=26+77k 
eSik=3+7k'k'ez , 
x=3+7(3+7k')=24+49k" 
y=4+11(3+7k')=37+77k' 





— M Corrigé 


S. = (17 +49k',26 +77k'),(24+49k',37+77k')}, 
k'eZ 

4) Pour tout ke Zion pose a =3+7k et b=4+11k 
et d=anb 


a) d=aAb alors d |a et d |b 

alors d |1 la — 5b donc d divise 5 alors d=1 ou d=5 

b) + Si k=1[5] alors 7k =7[5]=3+7k=10[5] 

= a=0[5]= 5la 

e Si k=1[5] alors 11k =11[5]=11k+4=15[5] 

=>b=0[5]= 5ļb 

D'où si k=1[5]=> 5la et 5b —5la Ab 
Oranbe{1,5} = aAb=5 

g'tsid=5-5l4 et S 

=> 513+74 et 5l4+114 

=> 5/2(4+114)-3(3+7k) 

= 5|k-1=> k =1ņ[5] 

Or d’après 4) b) si k=1[5|=a4b=s 

D'où anb=5k=1[5] 

Conclusion :ona aAbe{1,5} 

Sik=1[5] alors d =5 ,Sinon alors d =1[5] 

aj* si &=2012" 7 

ona:2012=2[5]= 2012° =-1[5] 

= 2012” =1[5] = k =1[5] 

D'où d=5 

Si &= 2013" 

Ona: 2013=3[5|— 2013 =9[5] => 2013 =-1[5] 

= (203) = (1) [5] 

= 2013" =1[5] 

= 2013" =3[5] = k =3[5] 

Alors d=1 


Ny SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) (E):3x-8y=5 

On a (- 1,1) est une solution particulière de (E) 

D'où 3x- 8y =5 

< 3x -8y =3(—-1)-8(-1) & 3(x +1) = 8(y +1) 

On a 8 divise 3(x+1) 

8 et 3 sont premiers entre eux | alors d’après le 
lemme de Gauss on a 8 divise x+1 


lors x= - 1 + 8kavec ke Z 
Pour x = - 1 + 8k 
ona 3(x+1)=8(y+1) 


& 3(-1+84+1)=8(y+1) 
< y+l1=3k 


 y=3k-1 


Conclusion : |S; = {(8k — 1,34 — 1);k € Z} 
n=3x+2 3x =n—2 
2) 
n=8y+7 8y=n—7 
D'où 3x - 8y = (n - 2 ) - (n - 7) = 5 D'où (x, y) est 
une solution de (E). 


3) Ona Le á j (a p)ez 
n=7[8] n=7+8p 

D'après 2/aona a =8k-1 et B=-3k-1;keZ 

D'où 

n=2+3a ([n=2+3(8k-1)) [n=-1+24k 

n=71+2f n=7+2(3k-1) n=-1+24K 

d'où y =-—1[|24] d'où n = 23[24| 


Réciproquement : 
*Sin = 23[24| alors n=23+24k: ke Z alors n =2 


+21+24k alors n = 2+3(7+8k) alors n = 2[3] 
ESE a =23|24| alors n=23+24k; ke Z alors n =7 
+16+24k alors n = 7+8(2+3k) alors » = 7[3] 
Conclusion : T J 2[3] ss n = 23 [24] 
n= 7[8] 
4) a)KEIN 
ona 2°=1[3]=(2?) =r [3] 2* =1[3] 
ona Psi (PY =1*[3]= 7* =1[3] 
b) On a 1991 = 2 + 3 x 663 alors 1991 =2[3] et 
1991 =7 +8 x 248 alors 1991 =7[8] 
D'où us S 213) D'où 1991 est une solution de (S) 
1991=7[8] 
On d'après 2)b) 1991 =23[24] = 1991=-1[24] 
= 1991" =(—1) [24] 
=> 1991" =1[24] 
=> 1991 —1 = 0[24] 
D'où 1991” —1 est divisible par 24 


— My Corrigé 


2éme Méthode : 
1991 = 2[3] 
a 
1991 = 7[8] 


N 199 | sai _ 27008 [3] 
199 1708 = 7e [8] 


On a d’après 3)a) 
Paul Dis 1[3] et 72008 — 7210% — 1[8] 
, 1991 =1[3] 
D'où 
1991” =1[8] 


Or 3 et 8 sont premiers entres eux alors 


19917 = 1[24] alors 1991% —1 = 0[24] 
alors 24 divise 1991% —4 


xy SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) a) A 4E et A +F > il existe une similitude 
directe unique S telle S(A) = A et S(E) = F 


Soit k le rapport de f et O une mesure de son angle 


k= aK LE et 0 = (AE, AF )[2x], avec 
AE 2 


LE EN E TF. JF 
AE et AF mi a ia 
—2 0 AEx AF 


dét (AE, AF) 
AE x AF 
b) S ((o, u)) est la perpendiculaire à (0, u) 


sinô = 


=-1 > =" [27] 


passant par S(E) = F > S ((O;u)) = (o, v) 
Ne (O,u) ^ (AN) 


— S(N) € (o,v) A (d) 


Où (d) est la perpendiculaire à (AN) passant par 
S(A) = A > (d) = (AP) 


— S(N) € (o,v) A (AP) = {P} = S(N) =P 


d) M(z)et M’ (z') 
S est une similitude directe 
—7"-a7+b 
-> JE 
-i Z 3. 


= ——i 


Où a = —e 
2 





13 


et b= (1—a)xz, (1+4) +2) =: 


2) a) N (x, 0) et P (0, y) 


! NE ET 
S(N)= PS iy= FAUX = 3x +2y=13 


b) Déterminer les points N et P dont les 
coordonnées sont entières revient à résoudre dans 
Z? l'équation 3x + 2y = 13 

les points E et F peuvent nous donner le couple (3, 
2) comme solution particulière de cette équation 
3x+2y=13et3x3+2x2-13—3(x-3)=2(2- 
y) = 3 | 2(2-y)or3 A 2=1 alors d’après le lemme 
de Gaussona:3 | 2 -y ilexisteke Z tel que2 
-y=3k=y=2-3Kk 
Or3(x-3)=2(2-y)=x=3+2k 

Inversement on vérifier que (3 + 2k, 2 - 3k) sont des 
solutions de l'équation (ke Z ) 

D'où N(3 + 2k, 0) et P(0,2-3k);ke Z 


37 SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) 7x+18y=9,(xy)e ZxZ 


a) 7 x9 + 18 x (-3) = 63 - 54 = 9 > (9, - 3) est une 
solution de (E). 





b) (x, y) est une solution de (E) = 7x + 18y = 9 or 7 
x9+18x(-3)=9 


=> 7 x(x-9)+18 x (y +3) =0 = 7(x-9)=-18(y + 
3) = 18 | 7(x-9)or1847=1 

— 18 | x-9—ilexisteke Z telquex-9=18k— 
x=9+18k 





— B Corrigé 


7(x- 9) = -18(y +3) 
— 7 x 18k=- 18(y + 3) 
=y = -3-7K 
=> (x,y) = (9 + 18k, -3 -7k);ke Z 
Inversement : si (x, y) = (9 + 18k, -3 -7k);ke Z 
=> 7x + 18y = 7(9 + 18k) + 18(- 3 - 7k) =9 
Ainsi S,,z = {(9+18k,-3-7k) ; k€ Z} 
2) Sin est une solution du système : 
n = 6(mod 7) 
n =15(mod18) 





n=06+1x 
3) & ; (x,p)eZxZ 
n=15+18y 


5 7x-18y-9;:(xy)e ZxZ 

=> (x, y) = (9 + 18k, 3+7k);ke Z 

= n=6+7x=69+126k;ke Z 
Inversement : si n = 69 + 126k;k e Z alors 
n - 6 = 63 + 126k = 7(9 + 18k) 

=> n = 6 (mod 7) 

n — 15 = 54 + 126k = 18(3 + 7k) 

=> n = 15 (mod 18) 

Ainsi n est une solution du système 
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Probabilités 


I1)Résumé du cours 

1) définitions et propriétés 
Définition : 
Soit Q={a,,a,,…...…a,} un univers. On associe à chaque événement élémentaire fa, }un 
nombre p, > 0, appelé « probabilité de l'événement la, | », de telle sorte que : 

Pi EPS Fa pt 

Plus généralement, la probabilité d’un événement A, notée p(4), est la somme des probabilités 
des événements élémentaires contenus dans À. 
Ona p(Q)=1et p(S)=0. 
Langage : 


Vocabulaire ensembliste 


e Ensemble Q 


Y est une éventualité favorable à À 
& 
© 







Langage probabiliste 
Univers, ou encore univers des « possibles » ou 
des « éventualités » 













ch 
Ac 
D o e 


Propriétés des probabilités 


Parties de (2 événement propriétés 












On notera que, pour tout événement A, 0 < p(A)<1. 
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Situations d'équiprobabilités : 
Définition 
Il y a équiprobabilité si tous les événements élémentaires ont la même probabilité. 
Théorème 
Lorsqu'il y a équiprobabilité, la probabilité d’un événement A est : 

( 4) _ cardA a Nombre de cas favorables à A 

card Q Nombre de cas possibles 
2)Probabilité conditionnelle : 

Définition : 
p désigne une probabilité sur un univers fini Q. 
A et B étant deux événements de Q, B étant de probabilité non nulle. 
«* On appelle probabilité conditionnelle de l'événement A sachant que B est réalisé le réel 


P (4AB 
noté p (A/B) SE ANE) 
p (B) 
=" Le réel p(A /B) se note aussi pg(A) et se lit aussi probabilité de A sachant B. 


Remarque : 
Si A et B sont tous deux de probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles p(A/B) 


et p(B/A) sont toutes les deux définies et on a : p(A NB) = p(A/B)p(B) = p(B/A)p(A). 

C’est le principe des probabilités composées 

Arbres pondérés 

Lorsqu'on est en présence d’une situation de conditionnement, il est conseillé d'établir un 
arbre de probabilité 

Règles de construction 

La somme des probabilités des branches issues d'un même nœud est 1. 

La probabilité de l'événement correspondant à un trajet est le produit des probabilités des 
différentes branches composant ce trajet. 


Indépendance 

Événements indépendants 

Définition : 

A et B sont 2 événements de probabilité non nulle. 

= A et B sont indépendants lorsque la réalisation de l'un ne change pas la réalisation de 
l'autre. 

= A et B sont indépendants si et seulement si p(A/B) = p(A) ou p(B/A) = p(B). 

Théorème : 

Deux événements À et B de probabilité non nulle sont indépendants si et seulement si ils 
vérifient une des trois conditions : 


p(A/B) = p(A) ou p(B/A) = p(B) ou p( A A B) = p(A)p(B). 
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Remarque : 
Ne pas confondre événements indépendants et événements incompatibles. 


= 2 événements A et B sont indépendants si p(A ^ B)= p(A)p(B) 

= 2 événements A et B sont incompatibles si A © B= Ø. 
Probabilités totales 
Définition : 
Soient Q un univers associé à une expérience aléatoire et n un entier 2 2. 
Les événements Ai, A2, ..., An forment une partition de Q si les trois conditions suivantes sont 
réalisées : 

=" pour touti e {1;2;..; nh h Az Ø. 

- pour tous i etj (avec i +j) de {1 ;2 ;...n}, Ai A Aj = Ø. 

" A1 U A2 U o U An EQO. 
Formule des probabilités totales 
Soient Az, A2, …, An une partition de l'univers Q constituée d'événements de probabilités non 
nulles et B un événement quelconque contenu dans Q. 
Alors : 

p(B) = p(B A Ai) + p(B A A2) + ... + p(B A An) 
Ou p(B) = p4, (B) x p(A1) + pa, (B) x p(A2) +... + pa, (B) x p(An). 
3) Variables aléatoires 

Pour décrire le résultat d’une expérience aléatoire associée à un univers Q, on fait souvent 
correspondre un nombre à chaque élément de Q. 
Aléa numérique (Variable aléatoire ). Loi de probabilité 
Définition : 
Soit Q un univers muni d'une probabilité p. 
On appelle aléa numérique X défini sur Q une application qui à chaque élément de Q fait 
correspondre un nombre réel. 
Désignons par X(Q) l’ensemble des valeurs possibles de X. X(Q)={x,;x,;.....;x, }. 


La loi de probabilité de X est l'application qui à tout élément x de X(Q) fait correspondre la 
probabilité que X prenne cette valeur x. Par abus de langage on dit que c’est la probabilité que 
« X soit égal à x ». 

Il est commode de présenter cette loi de probabilité sous forme d'un tableau : 
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Espérance mathématique 





Définition 
Soit un aléa numérique X prenant les valeurs x,,x,,..….,x, avec les probabilités p,,p,,..…, Pp- 
n 
On appelle espérance mathématique de X le nombre E(X) défini par : E(X) = > (pi Xi). 
i=1 

Remarque : 
L'espérance mathématique est la moyenne des x pondérées par les probabilités 
P= PA =x,) . 
Dans le cas où la variable aléatoire X indique le gain algébrique réalisé dans un jeu, on dit que 
le jeu est : 

- équitable si E(X)=0 

- favorable ou gagnant si E(X) >0 


- défavorable ou perdant si E(X) <0 
Propriétés : 
Soient X et Y deux aléas numériques définies sur Q et a un réel. L'espérance des variables 
aléatoires X + Y et a X est donnée par : 
E(X + Y) = E(X) + E(Y) et E(a X) = a E(X). 
Variance, écart type 
Variance : 


Soit un aléa numérique X prenant les valeurs x,,x,,….,x, avec les probabilités 


n 


P: d P2 ati J Pn = 
On appelle variance de X, le nombre noté V( X ) défini par : 


n n 
V(X) = È pi (x - E(X))2 = È pix” - EQ)’. 
i=1 i=1 
Propriétés : 
V(X) 2 0. 
V(X + a) = V(X). 
V(a X) = a? V(X). 
L'écart type 
L'écart type d’un aléa numérique X est défini par : o (X) =V (X). 
Fonction de répartition 
Définition 
Soit un aléa numérique X défini sur un univers Q muni d’une probabilité p. 
La fonction de répartition F de X est la fonction de IR vers [0 ; 1] qui, à tout réel x, associe la 
probabilité que X soit inférieure ou égale à x: 
F(x)=p(X<x). 
La fonction de répartition est constante par intervalles. 


— Ħa Chapitre N° 9 





Loi Binomiale : 
Définitions : 
a On appelle schéma de Bernoulli, une suite d'épreuves identiques qui vérifient les 
conditions suivantes : 

> Chaque épreuve donne lieu à deux issues : « S » : succès et « E » : échec. 

> Les épreuves sont indépendantes les unes des autres. 

> La probabilité de S (respectivement de E) est la même pour chaque épreuve. 
a Soit X l’aléa numérique qui à chaque série d'épreuves associe le nombre de succès obtenus. 
Si l'épreuve est répétée n fois alors X (Q)= {0,1,2,.....,n} 


= Ci x[p(s)] xe) 


— on dit que X suit une loi binomiale de paramètre n et p = p (S) ou aussi une loi de Bernoulli 
qu'on note B (n, p). 

Théorème : 

Soit X un aléa numérique qui suit une loi binomiale de paramètres n et p. 

Alors E (X) = nx p 


V (X) = np(l- p)=nxpxq oùq=1- p 


o (X) = /npq 


4)Lois de probabilités continues : 
Définition : 
Une variable aléatoire X est dite continue lorsqu'elle peut prendre n'importe quelle valeur 
d'un intervalle I de IR. | 
On s'intéresse alors à des événements du type : << La valeur de X est comprise entre les réels 
a et b >> Nous noterons (a < X < b) un tel événement. 





et on a : 





pour tout k e {0,1,....,n},p(X =k) 


Densité : 
On appelle densité de probabilité continue la fonction f positive et continue sur [a, b] telle 
que : 


[F4 =1 et pour tous x et y de [a b], on a p(x <X<y)= | Oat. 


Exemples de variables aléatoires continues 
Loi uniforme : 


Définition : 

Soit un intervalle [a,b]. La fonction f définie sur [a,b] par f(x) — est appelée densité 
-a 

de la probabilité uniforme sur [a,b]. 


On appelle probabilité uniforme sur [a,b|l’application qui à tout intervalle [c,d | inclus dans 


[a,b] associe le réel p([c,d])= j fGdx. 
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Conséquences : 


+ pabh= [def d=t 





e Pourtoutréel x, de |a,b| ona: p({x,})= 1: f()dx = 0 


*_p([a,b) = p(]a,b) = p(a,b0 = p(]a, b|). 


e si on désigne par [c,d] le complémentaire de [c,d] dans [a,b], alors 





p([e,d)=1-p(Îc,d|). 
Définition : 
on dit qu'une variable aléatoire X à valeurs dans [a,b] suit la loi de probabilité uniforme p 


1É 


si: p(c < X <d)= f f(x)dx = s 





Fonction de répartition d’une variable qui suit une loi uniforme : 
Définition : 
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité uniforme p sur l'intervalle [a,b]. 


On appelle fonction de répartition de X, l’application F:1RH[0,1| définie par: 


0 LI< 4 
FR) Das À EX) N xe|a,b] 
1 st xb 


Loi exponentielle : 

Définition : 

Soit À un réel strictement positif. La fonction f définie sur [0,+x| par f(N=1e “ est 
appelée densité de loi exponentielle. 

On appelle loi de probabilité exponentielle de paramètre 1, l'application p qui: 


a] +o p([e.d])= f; 26 #dx 


. C y 
e à tout traite inclus araul associe le réel 


e à tout intervalle |c, +œf inclus dans[0,+«| associe le réel 


p(|c,+œ|) = lim [ Ae”dt =e% 


Propriétés : 
e pour tout réel ż>0, p([0,r]) = f le “d=1l-e"". 


e plt, +0[)=1- p0, t) =”. 
Définition : 


On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramètre 1, 


six, psX<d)= a le" deze -EM et pA o=” 
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Fonction de répartition d’une variable qui suit une loi exponentielle : 

Définition : 

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité exponentielle p sur de paramètre 4. 
On appelle fonction de répartition de X, l’application F:/R+-{[0,1| définie par : 


i 0 six<0 
X) = 
(x) pÜO<X<x)=l-e* si x e[0,+o0| 
Exercice rédigé : 
On suppose que la durée de vie X d’une voiture suit une loi exponentielle de paramètre 0,1. 
a) Calculer la probabilité qu'une voiture dépasse 10 ans de durée de vie : 
9 —0,1ż l 
p(X >10)=1- p(X <10) =1- Í. 0,16 "dt =". 
e 
b) On sait qu’une voiture a duré déjà 10 ans. Quelle est la probabilité qu'elle dépasse 12 


ans de durée de vie ? 

HAS) ET 

c) Comparer le résultat précédent avec la probabilité que la durée de vie de la voiture 
dépasse deux ans : 


2 01! _0,2 
p(X >2)=1- p(X <2)=1-[ 0,1e ldt = 6%? =0,82 


pO 212 / r>10= =g " = 0,82. 


On constate que la probabilité que la voiture dure deux ans de plus ne dépend pas de son âge. 
On dit que X est une loi de durée de vie sans vieillissement. 


II) Exercices : 


NY oom 


Pour chacune des questions suivantes, 
une et une seule affirmation est exacte. 
Cocher la bonne réponse. Question 1 
On a représenté une expérience 
aléatoire par l'arbre de probabilité 

ci - dessous : 














P(BIA) = 0.3. P(BIA) = 0.9. P(BIA) = 0.6. 












| 


en 


j 


0.8 


Sachant que p(B) = 0.41 alors P(B/A) = 
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Question 2 
A et B sont deux évènements d'un 











l 
espace probabilisé tels que p(B ^A)=-— 
6 





et p(B/A)=0.25. Combien vaut p(À) ? 


Question 3 












Une loi de probabilité d'espérance, de 
variance V et d'écart type © est définie 
par le tableau ci-dessous. 


On a alors : 
Question 4 
Soient C et D deux évènements 










indépendants. On Iane Mois et 
3 


l 
p(D)=—.Ona alors: 
12 








Question 5 
On lance, dix fois de suite, un dé cubique 
équilibré dont les six faces sont 
numérotées 1, 2, 3,4,5 et 6. 

La probabilité que la face numérotée 
«2» apparaisse au moins une fois est 
égale à 
Question 6 La densité de | Pour tout réel t | La probabilité 
La durée d'attente en seconde de la | probabilité de Y | positif, d'attendre 
caisse d'un supermarché est une |est la fonction | p{y<;)-1-.°°"|moins de 3 


variable aléatoire Y qui suit la loi] f définie sur minutes à cette 
exponentielle de paramètre 0.01. Alors : [o, +f par : caisse est, à 


0.01 prés, égale 
_ 0.01 
PUISE à 0.16 





APPLIQUER 


Ce tableau incomplet donne les résultats d’un sondage dans une population de 60 personnes. 


[| Cadres | Employés 
Hommes [| 2% 
Femmes | 8 | s 


On interroge une personne au hasard. 
Quelle est la probabilité que ce soit une femme sachant que c’est un cadre ? 
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\3/ APPLIQUER 0.6 G 
On considère l'arbre de probabilité ci - contre : 02 E on, 
Quelle est la probabilité de p (F|H) ? 


w APPLIQUER 


Cet exercice est un questionnaire à choix multiples constitué de six questions ; chacune 
comporte trois réponses, une seule est exacte. 

Un lecteur d’une bibliothèque est passionné de romans policiers et de biographies. Cette 
bibliothèque lui propose 150 romans policiers et 50 biographies. 

40% des écrivains de romans policiers sont français et 70% des écrivains de biographies sont 
français. Le lecteur choisit un livre au hasard parmi les 200 ouvrages. 


1) La probabilité que le lecteur choisisse un roman policier est : 
l 





a. 0,4 b. 0,75 C. —. 
150 
2) Le lecteur ayant choisi un roman policier, la probabilité que l’auteur soit français est : 
á. 0,3 b. 0,8 c. 0,4 
3) La probabilité que le lecteur choisisse un roman policier français est : 
a, 1,15 b. 0,4 c03 
4) La probabilité que le lecteur choisisse un livre d’un écrivain français est : 
a. 0,9 b. 0,7 c. 0,475 


5) La probabilité que le lecteur ait choisi un roman policier sachant que l'écrivain est français 
Est: 

na b. + 
6) Le lecteur est venu 20 fois à la bibliothèque. La probabilité qu'il ait choisi au moins un 
roman policier est : 


a 140,25) D.200,753  &0,75x(0,25) 


c 0,3 


\5/ S’ENTRAINER 
Une étude statistique indique que 95 des téléviseurs fabriqués par une entreprise sont en 


état de fonctionnement. 
On fait subir à chaque appareil un test de contrôle. 
On constate que : 
+ Quand un appareil est en état de fonctionnement, il est accepté dans 96 7 des cas à 


l'issue du test ; 
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+ Quand un appareil n’est pas en état de fonctionnement, il est néanmoins accepté dans 
8 7 des cas à l'issue du test. 
On choisit au hasard un téléviseur fabriqué par l’entreprise. On définit les évènements 
suivants : 
F : « le téléviseur est en état de fonctionnement » ; 
T : «le téléviseur est accepté à l'issue du test » ; 


T : «le téléviseur est refusé à l'issue du test ». 


1) Construire l'arbre pondéré qui modélise la situation de l'exercice. 
2) Quelle est la probabilité que le téléviseur ne soit pas en état de fonctionnement ? 
3) a) Quelle est la probabilité q'un téléviseur soit refusé à l'issue du test sachant qu'il est en 
état de fonctionnement ? 

b) Calculer la probabilité q'un téléviseur soit refusé à l’issue du test et qu’il soit en état de 
fonctionnement. 

c) Calculer la probabilité q'un téléviseur soit refusé à l'issue du test et qu'il ne soit pas en 

état de fonctionnement. 
4) En déduire la probabilité pour que le téléviseur soit refusé à l'issue du test. 
5) Quelle est la probabilité pour qu'un téléviseur soit en état de fonctionnement sachant qu'il 
est refusé à l'issue du test ? 


\6/ S’ENTRAINER 


Suite à une panne technique, un distributeur de boissons ne tient aucun compte de la 
commande faite par le client. 

Cette machine distribue soit du café, soit du jus d'orange, soit du thé en suivant une 
programmation erronée. 

Chaque boisson peut être sucrée ou non. 


+ La probabilité d'obtenir un café est : 

+ La probabilité d'obtenir un thé sucré est : l 

+ Si l'on obtient un café, la probabilité qu'il soit sucré est = 

+ Si l'on obtient un jus d'orange, la probabilité qu'il soit sucré est 5. 


Js, / , . . z 5 
+ La probabilité d'obtenir une boisson sucrée est g 


Soit les évènements suivants : 
C : « On a obtenu un café » ; T : « On a obtenu un thé » ; J : « On a obtenu un jus d'orange » ; 


S : « La boisson obtenue est sucrée ». 


— Ma Chapitre N° 9 


1) Construire un arbre pondéré modélisant la situation. 
2) Calculer la probabilité d'obtenir un café sucré. 





3) Démontrer que la probabilité d'obtenir un jus d'orange sucré est ms 


4) En déduire la probabilité d'obtenir un jus d'orange. 
5) Une personne obtient une boisson sucrée. Quelle est la probabilité pour que cette boisson 
soit un thé ? 


3 SE PERFECTIONNER 


Un gardien de but doit faire face lors d’une démonstration à certains nombres de tirs directs. 
Les expériences précédentes conduisent à penser que : 
e Sil a arrêté le nième tir, la probabilité pour qu’il arrête le suivant (le n + 1 ième) 
est 0,8. 
e S'il a laisser passer le nième tir, la probabilité pour qu’il arrête le suivant est 0,6. 
e La probabilité qu'il arrête le premier tir est 0,7. 
On note 4, l'événement « le gardien arrête le nième tir ». On a donc p(4 )=0,7. 


À, ) et p (4, [4,) 


N 4) en fonction de p{4,) 





1) a) Donner pour n > 1, les valeurs de p( A 


n+l 


b) Exprimer p(4,., N À4,) et p(4 


n+l n+l 


c) En déduire que pour tout n > 1, p(4,,)=0,2xp(4,)+0,6. 
2) On pose, à présent, p, = p(4,) et u, = p, — 0,75. 

a) Démontrer que (u, ) est une suite géométrique de raison 0,2. 

b) En déduire une expression de u, en fonction de n. 


c) Montrer que (p, ) admet une limite que l’on calculera. 


B SE PERFECTIONNER 


Une urne contient trois boules blanches et quatre boules noires. Toutes les boules sont 
indiscernables au toucher. 
I) On tire simultanément et au hasard trois boules de l’urne. 
1) calculer la probabilité de chacun des évènements suivants : 

A : « Obtenir exactement deux boules blanches ». 

B : « Obtenir au moins une boule blanche ». 
2) On considère l’aléa numérique X qui à chaque tirage simultané de trois boules associe le 
nombre de boules blanches tirées. 

a) Quelles sont les valeurs prises par X. 

b) Déterminer la loi de probabilité de X. 
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c) Calculer l'espérance mathématique de X. 
II) On tire au hasard successivement et sans remise trois boules de l'urne. 
Calculer la probabilité de l'événement suivant : 
C : « Obtenir une boule blanche pour la première fois au troisième tirage ». 


y SE PERFECTIONNER 


Une boite A contient quatre boules portant les nombres : -2, -2, 0, 1. Une deuxième boite B 
contient aussi quatre boules portant les nombres : -2, 1, 1, 0. 
Toutes les boules des deux boites sont indiscernables au toucher. 
1) On tire de chaque boite une boule et on note X le produit des nombres marqués sur les 
deux boules obtenues. 

a) Donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique ainsi que sa 

variance. 

b) Calculer la probabilité de événement : « X est strictement positif ». 
2) n est un entier naturel supérieur ou égal à 2. On répète l'épreuve précédente n fois de suite 
en conservant pour chaque épreuve les mêmes conditions. On note Y l’aléa numérique égal au 
nombre de fois où S est réalisé. 

a) Déterminer la loi de probabilité de Y. 

b) Calculer la probabilité de l'événement A : « S est réalisé au moins une fois ». 

c) Déterminer n pour que la probabilité de l'événement A soit supérieure ou égale à 0,9. 
3) Soit à présent l'épreuve suivante: on choisit une boite au hasard (les choix étant 
équiprobables) et on tire une boule ; quelle est la probabilité qu'elle porte le nombre 1. 


y SE PERFECTIONNER 


1) Une urne contient deux boules blanches et n boules noires, indiscernables au toucher. Un 
joueur tire simultanément deux boules de lurne. 
On note 4, l'événement: « le joueur a tiré deux boules blanches ». 


z . =, 7 Er # 2 z ~ l 
Déterminer n pour que la probabilité de l'événement 4, soit égale à —. 
15 


2) Dans toute la suite de l'exercice on prendran = 4. 
> A) Un joueur tire simultanément deux boules de l’urne et on note : 
À, l'événement : «le joueur a tiré deux boules noires ». 


À, l'événement : «le joueur a tiré une boule noire et une boule blanche». 
À, l'événement : « le joueur a tiré deux boules blanches ». 
a) Calculer la probabilité de chacun des évènements 4, et 4. 


b) Lors de ce tirage, le joueur marque trois points pour chaque boule blanche tirée et 
marque deux points pour chaque boule noire tirée. Soit X le nombre de points marqués. 
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i) Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer l'espérance mathématique de X. 
ii) Représenter la fonction de répartition de X. 
> B) Après ce tirage, le joueur remet les boules noires tirées dans l'urne et laisse les boules 
blanches tirées, puis effectue un nouveau tirage de deux boules simultanément. 
Soit B, l'événement : « obtenir i boule(s) blanche(s) lors du deuxième tirage » (i=0, 1 ou 2). 
a) Calculer p(B,/A,) eten déduire p(B,n4,). 
b) Calculer de même p(B, ^4) et p(B,N4). 
41 


c) En déduire que p(B,)= z 


a 2 
d) Montrer de même que p(B, )= N 


e) En déduire p(B). 


$ SE PERFECTIONNER 


d,, d et d, sont trois dés cubiques parfaits. d, porte les chiffres : 0, 1, 1, 1, 1, 1; d, porte les 
chiffres : 0, 0, Z, 2,2, 2 et d, porte: 0,0,0,3, 3,3. 

Une urne contient 4 boules rouges et 6 boules blanches indiscernables au toucher. 

1) On prend au hasard un des trois dés, on le lance et on note le chiffre paru n. 


On considère les évènements : A = «n est pair » et pour ie {1,2,3} D, =" le dé lancé est d,". 
l 


On suppose que p(D,)= p(D,)= p(D,)=3. 


a) Chercher p(4/D,) pour ie {1,2,3}. En déduire que p(4) =>. 


b) Chercher p(D,/4A) et p(D NA). 


2) On continue l'épreuve comme suit : si l'événement A est réalisé, on tire successivement et 
avec remise 2 boules de l'urne, dans le cas contraire, on tire simultanément 2 boules de lurne. 
X est l’aléa numérique qui prend comme valeur le nombre de boules rouges obtenues. 


a) Chercher p[(X =0)/A], p| (X =0)/4| , p(X =2)/4]et p (X =2/4] | 


b) Déterminer la loi de probabilité de l’aléa numérique X. 


K SUR LE CHEMIN DU BAC 


Une urne contient deux jetons blancs numérotés 1; -1 et trois jetons noirs numérotés 
1; 1;-1. Tous les jetons sont indiscernables au toucher. 
1) On tire simultanément deux jetons de l’urne. 

a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : 
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A : « Obtenir deux jetons de même couleur ». 
B : « Obtenir deux jetons de même couleur et de même numéro ». 

b) On désigne par X l’aléa numérique qui prend pour valeur la somme des numéros inscrits 
sur les deux jetons tirés. 
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique. 
2) On tire successivement et sans remise deux jetons de l’urne. On désigne par a le numéro 
inscrit sur le premier jeton titré et par b le numéro inscrit sur le deuxième jeton tiré. 


On considère dans l’espace muni d’un repère orthonormé (OLJE) les plans P et P’ 
d'équations respectives : x +ay + b = 0 etx +by - a = 0. 
Calculer la probabilité des événements suivants : 


C: «P et P’ sont parallèles ». 
D : « P et P’ sont perpendiculaires ». 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


On dispose de deux urnes U, et U,. Dans U, il y a deux boules rouges et huit boules blanches 
et dans U, il y a une boule rouge et deux boules blanches. 


Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
1) Une épreuve consiste à tirer une boule de U, que l’on met dans U, puis on tire une boule 
de U,. On considère les événements suivants : 
R, : « La boule tirée de U, est rouge » 
R, : «La boule tirée de U, est rouge » 
A : « à la fin de l'épreuve U, ne contient plus de boule rouge ». 
a) Calculer p(R,) et p(R,). 
b) Montrer que p(4) = = 


2) On répète l'épreuve précédente quatre fois de suite en remettant à chaque fois les boules 
tirées dans leur urne d’origine. On considère l’aléa numérique X défini par le nombre de fois 
où À est réalisé. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Déterminer l'espérance mathématique et la variance de X. 
3) Une nouvelle épreuve consiste à tirer une boule de U,, : 


= Sielle est rouge on la garde et on tire une seconde boule de U,. 
= Sielle est blanche, on la met dans U, et on tire simultanément deux boules de U,. 


Soit Y l’aléa numérique égal au nombre de boules rouges obtenues à l'issue de l'épreuve. 
a) Déterminer la loi de probabilité de Y. 
b) Représenter sa fonction de répartition dans un repère orthogonal du plan. 
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NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Partie À 

Soit X une variable aléatoire qui suit une 
loi exponentielle de paramètreA. 

On rappelle que pour tout réel positif a, 


P(X< a) = | Ae” dt. 


La courbe donnée ci-contre représente la 
fonction densité de probabilité de X. 

1) Interpréter sur le graphique la 
probabilité P(X < 1). 

2) Indiquer sur le graphique où se lit directement le paramètre. 

Partie B On pose 1= 1,5. 

1) Calculer P(X < 1), en donner une valeur exacte puis une valeur approchée à 10 prés par 
excès. 

2) Calculer P(X > 2). 

3) Déduire des calculs précédents l'égalité suivante : P(1 < X < 2) ~ 0,173 à 10° prés. 

Partie C 

Une machine outil fabrique des cylindres. On mesure l'écart, en dixième de millimètres, entre 
le diamètre des cylindres et la valeur de réglage de la machine. 

On suppose que cet écart suit une loi exponentielle de paramètre À = 1,5. 

Si l'écart est inférieur à 1, le cylindre est accepté. Si l'écart est compris entre 1 et 2, on procède 
à une rectification qui permet d'accepter le cylindre dans 80 % des cas. Si l'écart est supérieur 
à 2, le cylindre est refusé. 

1) On prélève au hasard un cylindre dans la production. 





a) Montrer que la probabilité qu'il soit accepté est égal à 0,915 à 10° prés. 

b) Sachant qu'il est accepté, quelle est la probabilité qu’il ait subit une rectification ? 
2) On prélève d'une manière indépendante dix cylindres de la production. On suppose que le 
nombre de cylindres suffisamment important pour assimiler ce tirage à un tirage successif 
avec remise. 

a) Quelle est la probabilité que les dix cylindres soient acceptés ? 

b) Quelle est la probabilité qu’au moins un cylindre soit refusé ? 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC (Session principale 2012) 


Un laboratoire de science physique dispose d’un ensemble d’oscilloscopes de même modèle. 
La durée de vie, en nombre d'année, d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui 
suit la loi exponentielle de paramètre 0,125. 


Dans tout l'exercice on donnera les résultats à 10” près par default 
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1) 
a) Montrer que p(X >10)=0,286 
b) Calculer la probabilité qu'un oscilloscope ait une durée de vie inférieure à 6 mois 


2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n22) 


Lu, 


On suppose que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres 
On note p, la probabilité qu’au moins un oscilloscope est indépendante de celle des 
autres. 

On note p, la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure à 
10 ans. 

a) Exprimer p, en fonction de n 


b) Combien d’oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour 
que p, soit supérieure à 0.999 ? 


T4 SUR LE CHEMIN DU BAC (Session de contrôle 2012) 


Une expérience aléatoire est représentée par l'arbre de probabilité suivant : 





Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations suivantes en justifiant la réponse : 
S p( 4) = 0,6 
la probabilité de B sachant A est égale à 0,7 
a p(B)=0,7 
_@ p(AUB)=0,6 


— Ħa Corrigé 


V7 QCM; VRAI OU FAUX 
Question 1 4e ii 
P(B) = p(A) x p(B | A) + p( À )xp(B| 4) 
p(B)- p(A )x p(B|4) 


= p(B |A) = 
p(A) 
= p(B |A) = 0.41-0.7x0.2 _ 
0.3 
Question 2 


p(Bn4)== et p(B/A)= 0.25 


(B N 4) BoA 
p(B) -7592 > pa- RO 


Question 3 
u=0.2x 1 +0.4x2+0.1 x3+0.3x4=2.5 


V=0.2 x 12+ 0.4 x 22? + 0.1 x 32+ 0.3 x 4? - (2.5} 


5 
> V = 1.25 = — 

4 
Question 4 


p(CUD)= p(C)+ p(D)-p(CAD) 


p(C)x p(D) =+ 


Avec p(CND)= = 


> p(CUD) = — 
Question 5 


Soit p la probabilité que la face numérotée 
« 2 » n'apparaisse aucune fois 


n 


Soit q la probabilité que la face numérotée 
« 2 » apparaisse au moins une fois 


10 
a=1-p=1-(Ž) 
6 


Question 6 


La durée d'attente en seconde de la caisse d’un 
supermarché est une variable aléatoire Y qui suit la 
loi exponentielle de paramètre 0.01. Alors : 


Pour tout réel t positif, P ( = t) sl see 


\ 2/ APPLIQUER 


| Cadres | Employés | Total | 
Hommes | 12 | 
Femmes | 8 | 
t Tote | 20 i 















On interroge une personne au hasard. 
La probabilité que ce soit une femme sachant que 


G 


c'est un cadre est: ,{r|c)=? ( 
AR pe 72 


V7 APPLIQUER o 


p (F|H) ? 
p (E) = 0.2 > p (F) = 0.8 
p (HIE) = 0.4 ; p (HIF) = 0.7 
p (H) = p (H AE) + p(H AF) 
= 0.4 x 0.2 + 0.7 x 0.8 = 0.64 
p(H nF) =0.7 x 0.8 = 0.56 


0.56 7 
p (FH) = — =— 
0.64 8 


Tin 


1. La probabilité que le lecteur choisisse un roman 
policier est : b. 0,75 
2. Le lecteur ayant choisi un roman policier, la 
probabilité que l’auteur soit français est : c. 0,4 
3. La probabilité que Ie lecteur choisisse un roman 
policier français est : c. 0,3 
4. La probabilité que le lecteur choisisse un livre 
d’un écrivain français est : c. 0,475 
5. La probabilité que le lecteur ait choisi un roman 
policier sachant que l'écrivain est français est : 
12 

19 
6. Le lecteur est venu 20 fois à la bibliothèque. La 
probabilité qu'il ait choisi au moins un roman 
policier est : a. 1-(0,25)20 


S’ENTRAINER 


95 F 
100 


100 T 


100 
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1 p{F)= =- 


7100 20 
0 nf 
b) p(ToF)= x = =0.038 
c) p(TOF)= x = 0.046 


3. p(T) = p(TnF)+p[TnF) 
= 0.038 + 0.046 = 0.084 


a p(z) -200E 0038 _19 
PETE aT 008 4 


\67 S’ENTRAINER 
L 





ra | s 
m=] 
a|) © 


5 
p(s|3)=4 nS- 

W 
1. p(CnsS)=p(C)xp(s|C)=> De 


2. p(S)=p(CNS)+p(TNS)+p(JNS) 
= p(JNnS)=p(S)-p(CNnS)-p(TnS) 


_ p(Tns) 
p{(S) 


a. p{T|S) =£ 


© |Uio | D 


SE PERFECTIONNER 
L, p| Ara À,)= 0.8 pla 4,)=0.6 
D) p(4uN4,)=p(4,)xp(4ul4,) 
=0.8x p(4,) 
p(4,. NA) = p(4,)xp(4,. 4) 
= 0.6x(1- p(4,)) 
c) p(4,1) z AER NA, )+ ph Ar N4,) 
=0,2x p(4,)+0,6 
2. p,=p(4,)etu, =p -0,75. 
a) ü =P .,; 0,75 =0.2p +0,6-0,75 
=0.2p,-0.15=0.2(p,-0.75)= 0.2u, 














z (u, ) est une suite géométrique de raison 0,2. 
b) u, =u xq" =(p,—0.75)x(0.2)" 

= ú, =—0.05x (0.2) 

c) p,=u,+0,75=0.75-0.05x(0.2)" 

Or lim (0.2) =0 = lim p, =0.75 


J SE PERFECTIONNER 


3 blanches 
7 boules : | 
4 noires 


I. Tirage simultané de 3 boules : 
1. A:« Obtenir exactement deux boules blanches ». 


CsU 3x4 B 
A = 3 4 — =— 
S 35 35 


B : « Obtenir au moins une boule blanche ». 








B : « Aucune boule blanche » 
= C 4 31 

B)=1- p| B|=1-— =1-— =— 
y= à C 3% 3 
2. X = nombre de boules blanches tirées parmi les 
trois boules tirées 
a) Les valeurs prises par X sont : 0, 1, 2 ou 3 
b) (X = 0) : « Les trois boules sont noires » 
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E a Sa 
. c 35 
(X = 1) : « Une blanche et deux noires » 
l 2 
>p(X=1)= La Bo 
G; 35 
(X = 2) : « Deux blanches et une noire » 
20 ni 
spaja LS 
C; 35 
(X = 3) : « Les trois boules sont blanches » 
C 
T 35 


PTE 
4 18 12 l 
e a E E 
35 J3 35 33 
IST ES, 4952 
c) E(X) = 2P = = = 
35 + F 
II. Tirage St et sans remise de trois boules de 
lurne : 
C: «Obtenir une boule blanche pour la première 
fois au troisième tirage ». 
C : (noire, noire, blanche) 





J SE PERFECTIONNER 


2-9 2 
AIDE Baii 
l 0 


1. Tirage d'une boule de chaque boite : 

X = produit des numéros marqués sur chaque boule 
a) X (O) = {-2, 0, 1, 4} 

(X = -2) : « -2 de A et 1 de B ou 1 de A et -2 de B » 


D g] m 3 
SMA SaNa 
pe 4 4 4 4 16 


(X = 0) : « 0 de A et un non nul de B ou un non nul de 
A et 0 de B ou 0 de A et 0 de B » 


=> p(X = T E O "g 
4 4 4 4 4 4 16 
(X=1):«1deAet1deB» 
PRET 
4 4 8 
(X = 4) : « -2 de A et -2 de B » 
LL 4 
>p = di T à 
p = 4) d 








DODADE 
5 7 f. 2 
Ae e E a ae 
16 | 16 | 16 | 16 





10+2+8 
E(X) = T Dir iuce 0 
16 
V(X) = 21PA - (EY 
_ 20+2+32 _54 _27 
16 16 a 


b) S: «X est strictement positif » 


ge m 
P(S)=pX=1)+pč=4 = += 
AE i 16- 4 


2. On répète l'épreuve précédente n fois de suite en 

conservant pour chaque épreuve les mêmes 

conditions 

Y l’aléa numérique égal au nombre de fois où S est 

réalisé. 

a) Y suit une loi binomiale de paramètres n et 
(S) = 

p=p n 


Y (Q) = {0, 1,2, n} 


j a 3 n—k 
P(Y =k) = X 4 X 4 : 


ke0 L,2;,.5h} 
b) A: «S est réalisé au moins une fois » 


À :«S n’est réalisé aucune fois » 


= 4-0-0+p(4)-[à) 
3 n 
j A PA 
— p(A)=1 z) 


c) p(A)= 1-(à) 2 0.9 = 2) <0.1 


+ y> MOD = n>8.004—ne{9, 10, 11, ana 


5 SE PERFECTIONNER 
2 blanches 


I. (n +2) boules : 
n noires 


Tirage simultané de deux boules de l’urne : 
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À, l'événement: «le joueur a tiré deux boules 
blanches » 





E. l E 2 
PC 200 ra) 
2 
l 2 ] 

AN Te (n+2)(n+1) 15 


n/+3n-28=0&=n=-7oun=4 
Orne IN ss 


2 blanches 
II. 6 boules : | 
4 noires 


A) Tirage simultané de deux boules de l’urne : 

a) À, l'événement : «le joueur a tiré deux boules 
noires » 
P(4)= CEE; 


Á l'événement: «le joueur a tiré une boule 


a 6 12 
5 


noire et une boule blanche» 


CRC à 

p(À) z T i -I3 

6 
b) Le joueur marque trois points pour chaque boule 
blanche tirée et marque deux points pour chaque 
boule noire tirée 
X le nombre de points marqués 
i)X(Q) = {4, 5, 6} 
(X = 4) : « Les deux boules tirées sont noires » 


PK =4)= p(4)=< 


(X = 5) : «Le joueur a tiré une boule noire et une 
boule blanche» 





P(X=5)= sus 8 





24+40+6 70 14 
SA EE O 


ii) Soit F la fonction de répartition de X : 


0six € |-,4[ 


£ six € [4,5[ 


FOIE, 
— six € [5,6[ 
15 


lsti € [6,+c0[ 





B) B, l'événement : « obtenir i boule(s) blanche(s) 
lors du deuxième tirage » (i=0,1ou2) 


a) p(8,/4,)=1 


1 
b) = p(8,n4,) pienine 
CG o 63 
c) P(B/4)= a S 
g 3 + 
= p(B,04)=p(4)xp(B,/4 re 5 = 
c? 6 2 
SE ET 
p(8,04)= p(4)xp(B/A)= x EEE 
NA S S «29 


a) p(B,)=p(B,04)+ p(B, n4)+ p(B, n4) 


p(B,)= p(4)xp(B,/4)+p(4)xp(B,/4) 
+p(4,)xp(B,/4,) 


mg 
Avec p(B,/4)=—-=—; p(B,/A)=0; 
vec p(B,/4,) c is p(B,/A) 
p(B,/4,)=0. 
= A ee 
P= a is g3 
32 


f) p(B,) =1-p(8)-p(8)=7 


— My Corrigé 
Wy SUR LE CHEMIN DU BAC 


drO 24,1 4,1 
d. :0,0,2,2,2;2 
d :0,0,0,3,3,3 
4 rouges 


6 blanches 

1. On prend au hasard un des trois dés, on le lance 
et on note le chiffre paru n. 

A=«n est pair » 


D, =" le dé lancé esta," 


Urne : 10 boules 


On suppose que p(D j= D y= p( D)=: 


p( 

a) p(4/D)=2 i p(4/D;,)= Let p(4/D)=2= 
a 
2 


Spa EN 
21613 3 


5 
9 
1,1 
Fort 
10 


p(D, A): 


b) p(D, /A)= A 


ul 


p(D.n4)=p(b)) x p(A1D )= x >= z 


2. Si l'événement A est réalisé, on tire 
successivement et avec remise 2 boules de lurne, 
dans le cas contraire, on tire simultanément 2 
boules de l’urne. 

X est l’aléa numérique qui prend comme valeur le 
nombre de boules rouges obtenues. 


Ve dE: 
a) p[(X =0)/A]= ua r” 
& A ai 
(X =0)/A 

p| A] œ 45 3 

4 4 4 

PIE = RATER 10 25 
ET E 
p| (X =2)/ A = —_-— 
| A] Co. 45u15 


DE LT. 

b) p(X =0)=-x—+—x—-=— 
ne DT a 
S à 4450430 

UE Me. 1 
a C a 


47 20 68 
PT Ci eme 
PASDEI ES s 135 





Sy SUR LE CHEMIN DU BAC 


l 2 blancs : 1,-1 
5 jetons : ; 
3 noirs : 1, 1, -1 


1. Tirage simultané de 2 jetons de lurne : 
a) A: « Obtenir deux jetons de même couleur ». 
2 2 
PA) = C; lta Ban 2 
C; 10 5 
B: «Obtenir deux jetons de même couleur et de 
même numéro ». 
=> B : « Obtenir les 2 jetons noirs numérotés 1 » 
C “i 
> p(B)= DE 2 PRUS 
Ce 14 
b) X = somme des numéros inscrits sur les deux 
jetons tirés 





X (Q) = {-2, 0,2} 

(X = -2) : « Les deus jetons portent le numéro -1 » 
ie T 

=p =] A 
G 10 


(X = 0) : « Un jeton portant le numéro 1 et l’autre le 
numéro -1 » 


l 
spa = QG F0 2 2 
C; 10 5 
(X = 2) : « Les deus jetons portent le numéro 1 » 
E 
swe 627 
C 10 





x] e] o o TS 
l 6 3 
20 = D px, = 2+6 4 2 


je oos 
2. Tirage successif et sans remise de deux jetons de 
lurne : 


C : « P et P’ sont parallèles ». 
P:x+ay+b=0etP':x+by-a=0 

l i 

al €t p| p| sont les vecteurs normaux 
0 0 


respectifs de P etH P* 








à | 


PP" n et n' sont colinéaires 

a=b 

— C: «Les deux jetons tirés sont de même 
numéro » 

(1,1)ou(-1,-1) 


— Mm, Corrigé 


ut le g 
=> p(C)=—-x—+-x—-— 
54354 5 


D : « P et P’ sont perpendiculaires » 
PLP'&nin'<ab=- 


= D: «Les deux jetons tirés sont de numéros 


différents » 


>D=Č +pD)-1-pO0- € 


$ SUR LE CHEMIN DU BAC 


|2 rouges |1 rouge 
L” ]8 blanches °?’ |2 blanches 


1. Tirer une boule de U, que l’on met dans U, 


puis on tire une boule de U, . 


a) À, : « La boule tirée de U, est rouge » 

l 

= p(R)= 222 
10 5 


R, : «La boule tirée de U, est rouge » 


p(R,)=p(R)x p(R |R )+p(R)*p( R,|R;) 
LE MIE Lb AE 


RTE 


b) A : «à la fin de l'épreuve U, ne contient plus de 


boule rouge » 
A= RAR 
l 


=> p(A) = plrnR)=p(r )xp( R,|R R)= 5x2 


2. On répète l'épreuve précédente quatre fois de 
suite en remettant à chaque fois les boules tirées 


dans leur urne d'origine 
X est définie par le nombre de fois où A est réalisé 


a) X suit une loi binomiale de paramètres n = 4 et 


PRE 
p=p rx 


X (Q) = {0, 1,2, 3,4) 
1 k 4 4—k 
P(X = k) = cixf= (+) „ke {0, i 2; 3,4} 


b) E(X)=n j: et V(X) =n xp x (1-p) £ 
= x = — = > RE 
p 5 = k 29 


= 0.64 


3. Une nouvelle épreuve consiste à tirer une boule 


de U, : 


a Si elle est rouge on la garde et on tire une seconde 


boule de Ù,. 


A 


= Si elle est blanche, on la met dans U, et on tire 


simultanément deux boules de U, . 


Soit Y l’aléa numérique égal au nombre de boules 
rouges obtenues à l'issue de l'épreuve. 
a) Y (Q) = {0, 1,2} 


Ta C 4 3 5 
P 0 = x——— 
LEE 5 "€ HDO S 
1 
N E R 
S2 S E I5 55 





b) Soit F la fonction de répartition de Y : 
Osix e |-c,0| 


i3 six € [O,1[ 
F(x)=4" 

À. 

— six e [12] 

15 


l six € [2,+] 





W/ SUR LE CHEMIN DU BAC 


Partie A 


] : 
1) P(X < 1) = | 4e” *ar est l'aire de la partie du 


plan délimitée par la courbe (C), l'axe des abscisses 

et les droites d'équations x = 0 et x = 1. 

2) Le paramètre est l'ordonné du point 

d’intersection de ( C ) avec l'axe des ordonnées. 
HA=LS. 

Partie B À=1,5. 


1) P(X<1)= Í Le “dt =le 0777. 





2) P(X>2)= e” =0.05. 
3) P(1<X<2)=1-(P(X<1)+P(X>2)) 
= 1- (0,777 + 0,05) + 0,173. 


— M; Corrigé 


Partie C 
1) a)p=0, 8x0, 173+ 0;777=0; 915 


2) a) p= (0,915)! = 0,411 
b) p= 1- 0,411 = 0,588 


N57 SUR LE CHEMIN DU BAC 


X est la durée de vie d’un oscilloscope 
X suit une loi exponentielle de paramètre À = 0.125 


1) a) p(X> 10) = e "7 = 0.286 


b)p(0<X<0.5)=1—-e°%* = 0.06 
2) Soit Y le nombre d'oscilloscopes ayant chacun 
une durée de vie supérieure à 10 ans 


Y suit une loi binomiale de paramètres n et p = 
0.286 


a) p =pNet=1-pOSUET 
C°x(0.286) x(1- 0.286)" =1- (0.714)" 


b) p, > 0.999 &1- (0.714) > 0.999 & 
(0.714)" < 0.001 


In(0.001) 


nxin(0714) <h(0001)Sn>—— 
In(0.714) 


 n > 20.505 
Le responsable devrait commander au moins 21 


oscilloscopes pour que p, soit supérieure à 0.999 


N6/ SUR LE CHEMIN DU BAC 


1) PCA) = 1 - p(A) = 1 - 0.4 = 0.6 Vrai 
2) P(B |A)=1-p(B|A)=1-0.3 = 0.7 Vrai 


3) P(B) = p(A) x p(B | A) + p(4) x p(B| 4) = 0.4 x 
0.3 + 0.6 x 0.4 = 0.36 Faux 


4) P(A U B) = p(A) + p(B) - p(A A B) = 0.4 + 0.36 - 
0.4 x 0.3 = 0.64 Vrai 








— Ħa; Chapitre N°10 


STATISTIQUES 


I)Résumé du cours 


A- Série statistique double en données individuelles 
Paramètres d'une série statistique : 
Etant donnée une populations de n individus sur laquelle on étudie deux caractères X et Y. 





(On dit que (X,Y ) est une série statistique double sur un échantillon de taille n) 
On désigne par x,,x,,.….x les variations de X 


On désigne par y,,y,,.…y, les variations de Y 





L'ensemble des points À, (x, y,)du plan muni d'un repère orthogonal est appelé nuage de 
points associé à la série statistique double (X,Y) 

T n 

=X x, s'appelle moyenne arithmétique de X (espérance de X = E(X) ) 
n 


i=1 


1) X= 


Y= a y, s'appelle moyenne arithmétique de Y (espérance de Y =E(Y)) 
n 


i=1 


Le point G (xY) est appelé le point moyen 
1 = 2 pr ; - 

2) V(X)= D xi } (x ) s'appelle variance de X 
N\ i=1 


V(YJ= D x | — (F) s'appelle variance de Y. 
i=1 


3) 6(X)=./V(X) écart type de X; 6(Y)= JV(Y) écart type de Y 
Interprétation de l'écart type : 
e L'écart type est un moyen qu'on utilise pour mesurer la dispersion des valeurs d’une 
variable statistique à variable quantitative autour de la moyenne de cette série. 
Un écart type important signifie que les valeurs de la série s'éloignent souvent et de façon 
importante de la moyenne. 
e Pour comparer deux séries statistiques qui n'ont pas le même ordre de grandeur, on 
peut comparer leurs écarts-type relatifs respectifs plus l'écart type est relatif est faible 
plus la dispersion au tour de la moyenne est faible. 


= est l'écart type relatif de X = est l'écart type relatif de Y 
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B- Série statistique double en données groupées 
Distribution marginale d’une série statistique double : 
On désigne par x,,x,,..,Xx,,.….x, les valeurs de X et par y, Yz,- Yi, les valeurs de Y 





Si le couple (x,, y, )se répètent plus qu’une fois soit n, l'effectif associé au couple. 


Les effectifs n, associés aux couples (x,, y,)sont représentés à l’aide d’un tableau à double 


entrée de la forme : 


on 


marginale 
de Y 
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Cov(X,Y) -HE En | 


=1 j=1 
Remarquel : Toutes les formules vues dans la partie précédente de ce cours restent valables 
pour le cas d'une Série statistique double 
RemarquezZ : Si les caractères sont continus on considère les centres des classes 
C- COVARIANCE 
1- Définition : 


Soit (xi, yi) avec i=1,.......n une série statistique double .On appelle covariance x et y le 


nombre noté Cov(x, y) et définie par: Cov(X,Y )= De -xy y) 

2- Théorème 

* Soit (x, yi) avec i=1,........n une série statistique double : Cov(X = dx H= ayy 
i=1 

*Cov(X,Y)=Cov(Y,X) 

3- Interprétation de la covariance : 

La covariance permet une mesure de la dispersion des points du nuage par rapport au point 

moyen 

La covariance est positive si X et Y ont tendance à varier dans le même sens 

La covariance est négative si X et Y ont tendance à varier en sens contraire 

D- Ajustement affine d'une série statistique : 


1- Ajustement affine 


La courbe peut être une droite ou une parabole. 


ia P "I pes a 
A eg” 
3 0588 
21: ga Ya ð 3 
pw s a a 
x 9 ré 
qe LR us “a 
ss 4 LS La Lé L8 Le 4 # à Le La 4 16 Le 
ER re 
T j n” 1 aT 
La PE 1e Fr 
Le PL Le Pi 
8 pe g Mig 
4 4 
t Eiin 12 4 LL LM à + d Ü W la 12 19 18 
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ou bien il peut ne pas y avoir de courbe visible : 
2- Méthode de Mayer: 
Soit (X Y) une série statistique double et G son point moyen 





On scinde le nuage de point de (X Y) en deux parties contenant à peu prés le même nombre 
de points obtenant ainsi deux nuages de points. 


On désigne par G, et G, les points moyens de ces deux nuages. 


La droite (G, G, ) passe par le point G et définie un ajustement affine du nuage de points 


représentant la série statistique double (X,Y). 


3- Méthode de Moindre carrés: 
a- Principe de la méthode des moindre carrés 
Le principe de cette méthode c’est de trouver la droite D « La plus proche possible » des 
points du nuage, c'est-à-dire que la somme des carrés des écarts entre les points M. du nuage 
et les points P. de la droite D de même abscisse, est la plus petite possible. 
On dit qu’on a effectué un ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés. 
b-Théorème (admis) 


La droite de régression de y en x est la droite qui passe par G (xY) et de coefficient directeur 


leréel a Pa LA 
V(X) 
Remarque 1 
3 a — cov(X,Y). > 
e La droite de régression de Y par rapport à X est: D: y -Y yo À — X) 
i » : cov(X,}) = 
e La droite de régression de X par rapport à Y est: D :x—X -ymn À y-Y) 
Remarque2 : 
G(X,Y)eDNnD'd'ou : 
D: y =ax +b avec À nan alt PU 2 
V(X) 
D':x=a"y+b"avec LOS PTE: 
v) 


Remarque3 : 
Les deux coefficients a et a” sont de même signe et le coefficient de corrélation r vérifie 


4- Coefficient de corrélation linéaire : 
a- Définition : 
cov(X À) 


Le coefficient de corrélation linéaire de (X,Y ) est: pyy Sel) 
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Remarque : 
e On note encore py parr. 


e Le coefficient de corrélation linéaire de (X,Y )est égal Le coefficient de corrélation 
linéaire de (X,Y) 
e —-I1<r<1 


e restinvariant par changement d'unité ou d'origine. 
b- Interprétation du coefficient de corrélation linéaire 


e Si Ir < A alors la corrélation linéaire entre x et y est faible 


NUE Ps ae: 
e Si Irl > a. alors la corrélation linéaire entre x et y est forte 


e Les points du nuage de points sont alignés si et seulement si r = 1 ou r =-1. 


E-Utilisation d'une calculatrice (Casio fx 570 ES ou A 57 70 ES ou fx 991 ES plus) 





Tous les calculs mentionnés ici s'effectuent dans le mode STAT 
Types de calculs statistiques 


[rousse Elément du menu Calcul statistique 


——— MT aM 


30 [ REgression quadratique 
















Régression benitnique 
Régression exponentielle e 
Regression exponentieike ah 


Regression de puissance 


® Utilisation du menu STAT 
Aia Lie l'écran de l'éditeur STAT ou l'écran de calcul STAT est affiché, appuyez sur 















à hour afficher le menu STAT. 
Le contenu du menu STAT est différent selon qu'une variable ou deux variables sont utilisées 
pour le calcul statistique actuellement sélectionné. 





Statistiques à une variable Statistiques à deux variables 
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+ Exemple 1 : On considère la série statistique à une variable : 
















QAfficher la colonne des 


Introduction des données 






Effectif 


CPour déterminer l'effectif total ms 
æ On trouve : N = 60 @ la. 
Pour déterminer la moyenne 


&æ On trouve la valeur moyenne : Xz 11,33 


Pour déterminer l'écart type 
&æ On trouve l'écart type : ox 1,89 
[Pour déterminer la variance 
® On trouve la variance : ç + 3,56 


Q On passe en mode statistique À 
Uintroduction des données 
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QPour déterminer la moyenne de X 


& On trouve la valeur moyenne : X= 12 
Pour déterminer la moyenne de Y 


&æ On trouve la valeur moyenne : Y =30 


Pour déterminer l'écart type X 
&æ On trouve l'écart type : o (£) =2 
QPour déterminer la variance de X 
&æ On trouve la variance de X : q£) = 4 


Pour déterminer l'écart type Y 

æ On trouve l'écart type : o (P) = 10 
QPour déterminer la variance de Y 

& On trouve la variance de Y : V(#) =100 
Pour déterminer la covariance de (X,Y) 

&æ On trouve la covariance: Cov(X ,Y) =-20 











® On trouve: B =-5 





&æ et on trouve: A = 90 


d'où Y = -5X+90 
æ Exemple 3 : On considère la série statistique à double entrée : 


——%, Chapitre N°10 





Pour déterminer la moyenne de X 


æ On trouve la valeur moyenne : X~ 16.21 
Pour déterminer la moyenne de Y 


&æ On trouve la valeur moyenne : Y= 2.9 


Pour déterminer l'écart type X 

&æ On trouve l'écart type : o (X) = 4.85 
Pour déterminer la variance de X 

& On trouve la variance de X : V(X) = 23.54 


CiPour déterminer l'écart type Y 
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&æ On trouve l'écart type : o X) = 0.71 
Pour déterminer la variance de Y 

æ On trouve la variance de Y : VO) = 0.5 
Pour déterminer la covariance de (X,Y) 

&æ On trouve la covariance: Cov (X,Y) = 1.33 








& On trouve: ry = 0.39 


II) Exercices 


\Y oom 


Le tableau ci-dessous donne pour 6 années le nombre de spectateurs (en millions) dans les 
cinémas en Tunis. 


1997 | 1999 | 2001 | 2003 | 2005 | 2007 


149,3 1 153,6 p 187,5, | 173,5 | 175,5 | 177,9 


1. Le taux d'augmentation du nombre de spectateurs de 1997 à 1999 est donné par le calcul 
suivant : 
153,6 153,6—149,3 s | 
@ © —— ð 


kinai 
149,3 153,6 149,3 


2. En supposant que le nombre de spectateurs augmente de 1 % tous les ans, à partir de 
2007, le nombre de spectateurs en 2010 est donné par le calcul suivant : 
e (1,01x177,9)x3 e 1,01°x177,9 e 0,01° x177,9 






Nombre (en millions) de 
spectateurs yil<i<6 








3. Entre 1997 et 2007, l'augmentation annuelle moyenne, en pourcentage, du nombre de 
spectateurs est, arrondie à 0,01 % : 

e 1,77% e 1,92% e 3,57% 
4. Sachant que de 1998 à 1999, le nombre de spectateurs (en millions) dans les cinémas en 
Tunis a diminué de 10 %, le nombre de spectateurs (en millions) en 1998 arrondi au dixième 
était : 
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ə 139,6 e170,7 e 138,2 
5. On considère un nuage de points M,(x;; y,), pour 1<i<6, construit à partir des données 





du tableau donné en début d'exercice. Les coordonnées du point moyen de ce nuage sont : 

e (2002 ; 169,55) e (5 ; 169,55) e (30 ; 1017,3) 
6. Supposons que l’on ait effectué un ajustement affine du nuage de points par la méthode 
des moindres carrés. (Dans l'équation de la droite de régression de y en x de la forme y = ax + b, 
on choisira les coefficients a et b arrondis au dixième). D'après cet ajustement : 

a. Le nombre de spectateurs sera d'environ 200 millions en : 


e 2015 e 2013 e 2010 
b. L’estimation (en millions) arrondi au dixième, du nombre de spectateurs en 2015 est: 
e 11439,6 e 228,4 e 206 


V7 oom 


D’après la forme du nuage (X,Y) on peut envisager le modèle : 
a)y=ax+b, 
b) y =alnx, 


c) y =ab". 





Vus 


Dans la série statistique ci-contre, deux valeurs ont été effacées 





On connaît, par contre, le point moyen G par ses coordonnées : x, =7,5et y, =12,6. 


Pouvez-vous retrouver les valeurs manquantes ? 
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y APPLIQUER 


Une entreprise consacre une certaine somme à des opérations publicitaires au début de 
chaque mois. 
Le tableau suivant met en évidence la relation entre les ventes réalisées et les frais de pub 
engagés au début de chaque mois. 


où RO à me ma ur Lo 
Ventes (en millier de dinars) 1400 | 2000 | 2500 | 2000 | 2900 | 3000 | 1000 


1)a)Dans un repère, représenter le nuage de points associé à cette série. 
b) Déterminez les coordonnées de G, point moyen de nuage. Placez le point G. 
2) Calculer les coordonnées des points moyens 







= Pour le groupe des 3 premiers points : Point moyen G.. 
a Pour le groupe des 4 derniers points : Point moyen G,. 
3) Déterminer l'équation de la droite (GG, ). Tracer (G,G,). 


4) Estimer quel montant des ventes on peut prévoir avec des frais de pub de 200 000 dinars 
(Par le calcul, puis vérifier graphiquement) 


\5/ APPLIQUER 


Le tableau ci-contre donne une estimation du montant des achats en ligne des ménages 
tunisien, en millions dinars, de 2005 à 2011 


1) Dans un repère, représenter le nuage de points associé à cette série. Un ajustement semble- 









Année 










t-il justifie ? 

2) Calculer les coordonnées du point moyen. 

3) Déterminer une équation de la droite d'ajustement (D) de y en x par la méthode des 
moindres carrés, en présentant les calculs dans un tableau. 

4) Tracer cette droite dans le graphique précèdent. 

5) En supposant que ce modèle reste plausible, estimer le montant des achats en ligne des 
ménages tunisien en 2012. 
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\6/ S’ENTRAINER 





Dans une grande surface, le prix de vente promotionnel d’un produit (en DT) est affiché en 
fonction de son poids (en g) dans le tableau suivant : 


1) Construire le nuage de points de cette série statistique. 

2) Calculer Cov(X ;Y), o(X) et o(Y). 

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X, Y). Un ajustement affine est-il 
justifié ? 

4) Donner les équations des droites de régression relativement à un repère orthogonal du 
plan. 

5) Quel prix peut-on prévoir pour un produit de poids 1 kg ? 






V/ S’ENTRAINER 


Le tableau suivant est à double entrée : Xi = la note en Math. ; Y;= la note en phyique. 
Il représente les résultats d’un concours proposé à un groupe de 20 élèves. 


me 
ig es 

RE | DER 

CAR nee | 





Pre CHE AA SNL LE 
Colonnes 


1) a) Remplir les cases vides. 
b) Déterminern.,etn,.. 
2) Construire le nuage des points pondérés (Xi, yi).ni; 
3) a)Déterminer les distributions marginales associées à X et à Y. 
b) Calculer : X ,Y et placer le point moyen G. 
4) Calculer : V(X) , V(Y) et Cov(X,Y). 
5) Justifier l'existence d’un ajustement affine du nuage. 
6) Donner les équations des droites de régression. 
7) Si un élève avait 17 en physique, quelle note en math pourrait-il estimer avoir ? 
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\# SE PERFECTIONNER 


1) L'entreprise K-gaz fabrique et commercialise égualement un produit chimique. Pour des 
raisons partique, sa prodution mentielle ne peut pas excéder 10 tonnes. 
L'entreprise K-Gaz a relevé le coût total de production mensuel (en millier de dinars), noté y, 
en fonction de la production x (en tonnes). 

RS DRE D OR NS a PRE SET 
Y: 53,3 


a) Le nuage ne semblant pas totalement se prete à un ajustement affine on décide de 
0,1 y 


poser: Z=e 
Completer le tableau en arronissant les valeurs de z au centième. 
zor ear ra a A a e e a Mt 
DE MS RUES CON RE 77 CON E E OREN 
b) À l’aide de la calculatrice, déterminer une équation de la droite de regression de z en x 
par la méthode des moindres carrée (on arrondira les coefficients à la première décimale). 
c) Expliquer pourquoi cet ajustement semble justifié. 
2) a) Utiliser le resultat de la question 1) b) pour obtenir une expresion de y en fonction de x. 
b) En utiliser cette équation, estimer le coût total correspondant à une production de 7 
tonnes. 


3 SE PERFECTIONNER 


Le tableau suivant indique l’évolution de la consommation d'énergie électrique dans un pays 
au cours de 8 années successives : 
X : année E ca di A A S ie 

1) a) Représenter le nuage de points de la série double (X, Y) dans un repère orthogonal du 
plan. 

b) Calculer le coefficient r de corrélation linéaire du couple (X, Y). 

c) Déterminer par la méthode des moindres carrés une équation de la droite D de 
régression de Y en X et construire D. 
2) On suppose que la relation entre X et Y est du type exponentiel: Y=k.e* et on pose 
V=In(#) 

a) Représenter le nuage de points de la série double (X, V) dans un repère orthogonal du 
plan. 

b) Calculer le coefficient r2 de corrélation linéaire du couple (X, V). 


c) En déduire qu’il y'a une forte corrélation linéaire entre V et X puis construire la droite A 





de régression de V en X. 
d) En écrivant V=axX+boù b=In(k), trouver alors les réels a et b. 
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p SE PERFECTIONNER 


Une enquête menée pour le compte d’une entreprise a permis d'établir le nombre d'acheteurs 
d’un produit A selon le montant de son prix de vente. Les résultats de l'enquête sont résumés 
dans le tableau ci-dessous dans lequel : 

e x; désigne le prix de vente unitaire (en dinars) du produit A; 

e yi le nombre d'acheteurs en milliers. 


EAA IEE eE 
J |375| 2868| 2 | 1 [0s 


1) Représenter sur votre copie le nuage de points associé à la série (x; »,) dans un repère 











orthogonal (0; L1) du plan (unités graphiques : 4 cm pour 1 euro en abscisse et 2 cm pour 


1 000 acheteurs en ordonnée). 


2) On recherche un ajustement affine de la série (x;; y, ). 


a)Donner l'équation de la droite ď’'ajustement de y enx obtenue par la méthode des 
moindres carrés. 
Les calculs seront faits à la calculatrice et les valeurs cherchées seront arrondies au centième ; 
on ne demande aucune justification. 
b) Tracer cette droite dans le même repère que précédemment. 
c)Utiliser cet ajustement pour estimer le nombre d'acheteurs potentiels pour un produit 
vendu 2,50 dinars. 

3) La forme du nuage permet d'envisager un ajustement à l'aide d'une parabole. On pose 


z, =(0,75x, -3,16) 
a) Donner une équation de la droite d'ajustement affine de y enz par la méthode des 
moindres carrés (les coefficients seront arrondis à 10° près). 
b) Vérifier que la nouvelle estimation de y en fonction de x est donnée 
par y =0,313x° —2,64x + 6,062 (les coefficients sont arrondis à 10° près). 


c) En utilisant cet ajustement, donner une nouvelle estimation du nombre d'acheteurs 
potentiels pour un produit vendu 2,50 dinars. 





NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Le tableau suivant donne la population d’une ville nouvelle entre les années 1970 et 2000. 


Année 
Rang de l'année x | 0 | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 
Population en milliers d'habitants 
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Le nuage de points associé à ce tableau est représenté graphiquement ci-dessous : le rang x de 
l’année est en abscisse et la population y en ordonnée. 








PARTIE A : AJUSTEMENT AFFINE 

1) À l’aide de la calculatrice, déterminer une équation de la droite d'ajustement affine de y 
enx par la méthode des moindres carrés (les coefficients seront arrondis au centième). Tracer 
cette droite sur le graphique donné en annexe. 

2) Déduire de cet ajustement une estimation de la population en 2003, à un millier près. 
PARTIE B : UN AJUSTEMENT EXPONENTIEL 


1) L’allure du nuage incite à chercher un ajustement par une fonction f définie sur [O;-+oo[ par 


f(x)=ae™ où a etb sont des réels. 

Déterminer a et b tels que f(0)=18et f(30)=50. On donnera une valeur arrondie de b au 
millième. 

2) Déduire de cet ajustement une estimation de la population en 2003, à un millier près. 

3) Tracer la courbe représentative de fsur le graphique donné en annexe. 

4) La population en 2003 était de 55 milliers. Lequel des deux ajustements vous semble le 
plus pertinent ? Justifier votre choix. 

PARTIE C : CALCUL D'UNE VALEUR MOYENNE 

On considère maintenant que, pour une année, la population est donnée en fonction du rang 
spar Jj- 18e", 

1) Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur [0 ; 30] ; on donnera le résultat arrondi au 
dixième. 

2) À l’aide d’une lecture graphique, déterminer l’année au cours de laquelle la population a 
atteint cette valeur moyenne ? 
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K SUR LE CHEMIN DU BAC 


On s'intéresse au nombre de personnes atteintes dune maladie A ou d’une maladie B en 
Tunisie entre 1970 et 2005. 

Les données ont été représentées graphiquement sur l'annexe (à rendre avec la copie). On 
précise que sur l'axe des abscisses, le rang zéro correspond à l'année 1970, le rang cinq à 
l’année 1975. 

PARTIE I. Maladie A 

On envisage un ajustement affine du nuage de points correspondant à la maladie A. Voici une 
partie des données : 


1970 2000 | 2005 
C Rangdetannée:n | o | 5 | 10 | 1 | 2 | z ss 


en | 
1) À l’aide de la calculatrice et en arrondissant les coefficients à l'unité, donner l'équation 
réduite de la droite d'ajustement de y enx obtenue par la méthode des moindres carrés. 

2) Tracer cette droite dans le repère situé sur l'annexe. 

3) En supposant que cet ajustement affine est valable jusqu’en 2011, quelle prévision peut-on 
faire du nombre de personnes qui seront atteintes de cette maladie A en Tunisie en 2011 ? 
PARTIE II. Maladie B 

1) À partir des données du graphique ci-dessous concernant la maladie B (fournies en 
annexe), un ajustement affine parait-il approprié ? Justifier votre réponse. 














Nombre de pérsonnes atteintes | | | le Matadie À Er : 
7000] POESIE CRC, RER A D ns Me. 1..." 
| | | | 
ns NOR SSSR RON: SEE, S EER AIS RENE VEN NE EES 
+t | | 
SAR VOD 3 hs | = 
+ i À 
= ' i f ~ [=] ! 
Er? | 
4000 DRE EL RCE CNE TT EC UN WI RS ANT POP LU APYE DURE ET EFT PE 
| t4 ío | 
OAI B- “ORNE Re à 
F+ } | z 
i | + | 
SD LL tn REA 
f i ] a 
>. e da a 2 He TETE FRET ES 
4 
| 21 | | ji = Es 
2000 a | < | | | Ses s | 
acana 1 | re ru Re > ee e ro em i a ate 24 2 4 2 A -4 - -E naa amen ES -h ———_— À» 
=. | +++ 


| Rang de l'année 
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2) On admet que la courbe T tracée sur l'annexe représente un ajustement du nuage, valable 
jusqu'en 2011. 
Lire le nombre prévisible de personnes qui seront atteintes de la maladie B en 2011. 


3) La courbe T est une parabole d’équation y=ax*° + bx +c, a étant un nombre réel non nul, b 


etc étant des nombres réels. La courbe T passe par les points P(0; 1700), Q(10; 1950) et R(20; 
2900). 
a) Justifier que c = 1700. 
b) Déterminer les nombres réels a et b. 
c) En déduire le nombre prévisible de personnes qui seront atteintes de la maladie B en 
2011. 


NY SUR LE CHEMIN DU BAC 


Pour établir le prix unitaire le plus adapté d’un produit, une société effectue une étude 
statistique. 

Le tableau suivant indique le nombre d'acheteurs, exprimé en milliers, correspondant à un 
prix unitaire donné, exprimé en Dinars : 


nasa | 4 [5 Less [ol 


Nombres acheteurs 125 120 100 70 50 40 25 
en milliers : y; 


1) Représenter le nuage de points M, (xi y) dans le plan (P) muni d’un repère orthonormé 






d'unités 1 cm pour un dinar sur l'axe des abscisses et 1 cm pour 10 milliers d'acheteurs sur 
l'axe des ordonnées. 
2) a) Déterminer l'équation y= ax+ b de la droite (D) d'ajustement affine de y enx, obtenue par 
la méthode des moindres carrés. Les coefficients a et b seront arrondis à l'unité. 

b) Tracer la droite (D) dans le plan (P). 

c) En utilisant l'ajustement affine précédent, estimer graphiquement, à Dinar près, le prix 
unitaire maximum que la société peut fixer si elle veut conserver des acheteurs. 
3) a) En utilisant l'ajustement affine précédent, justifier que la recette R(x), exprimée en 
milliers de dinars, en fonction du prix unitaire x d'un objet, exprimé en Dinars, vérifie : 


R(x)=-15x°7 +189x 
b) Étudier le sens de variation de la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +co[ par 
f(x)=-15x° +189x. 


c) Quel conseil peut-on donner à la société ? Argumenter la réponse. 
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QCM 2) Les coordonnées de G1 et G2 sont: 
JG ATD- SPUD 57 b) __40+90+100 230 
6°) °b) ec) ÉRIC TE ME Ti 
et 
\ f 1400+2000+2500 5900 
QCM Ye, = Z ——— 
3 3 
60+130+160 +20 
c) Xg, FT a 92,95 


2000 +2900 +3000 +1000 


N7 APPLIQUER a e - #222 


man on LR 3) L'équation de la droite (G:1G2) est de la 


y 5 fume y arr bave + "he 16 416 
Ye PER Pas En PR XG, ni: 
5 D'où on tire b=y-ax =715,773 . L'équation 
7,5 _8,2+7,4+x,+6,1+9 de (G1G2) est donc : y=16,316x+715,773. 
> 9 4) x=200 ; 
NN ei A a ii y =16,316x200+715,773=3978,973 Le 
> montant des ventes avec des frais de pub de 
nn 200 000 dinars est 3978973 dinars. 
sf 4+y, =63 : =7,6 


APPLIQUER 
Le nuage de point est allongé, un 


ajustement affine justifié. 








0+1+:..+06 


2°) X = —— =3 et 
7 
i HE PE 2060 
Es So 


b) Les coordonnées de G sont: 


Xe =X 


4 40+90+100+60+130+160+20 <85,714 
7 
Ye =Y 


__1400+2000+2500+2000+2900+3000+1000 _ 


7 


ar fes lenf ns Je-non 


LS PE DT en — 
Te Re 
RC AT Amr TRE ON 
ETEO ONE RE RUE ON TR 
> RE ET ES o ES PT 

p 74 
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Le point moyen a pour coordonnées G(3;2060). 


3) Équation de la droite d'ajustement y en 
X par la méthode des moindre carrés : 

La droite (D) d'ajustement de y en x passe 
par G(3;2060) et a pour coefficient 


24590 


directeur q= c'est-à-dire a=878,21. 





Un équation de (D) est donc: 


y=878,21x(x-3)+2060 

y=878,21x -574,63 

4°) La droite (D) passe par le point moyen G 
et le point A(5;:3816,42). 


5°) L'année 2012 correspond au rang 7. 


y=878,21x7-574,63 c'est-à-dire y=5572,84. 


On peut estimer qu'en 2012 le montant des 
achats en ligne des ménages tunisien se 
montrera a 5572,84 millions dinars. 


S’ENTRAINER 





2) cov(X,Y)=0,997 ; o(X)= 0,624 ; 
o(Y)=129,099 


3) r=0,997 .|r|=|0,997] Le donc il y a une 


forte corrélation linéaire entre X et Y. 

4) Droite de régression de Y en X : 

y = 206,512x - 27,139. 

Droite de régression de X en Y : 

x = 0,005y + 0,092. 

5) 1k = 1000g. y =1000 ; 
x=0,005x1000+0,092=5,095. 

Le prix pour un produit de poids 1 kg est 
5,095 DT. 





b)n,,=2etn,, =1. 
2) 
3) a) Xi : la note en Math ; Yj= la note en phyique 





12,333 13,667 15 
xi 


Distribution marginale dé Y 
LH ON7 TS LAIT IS 
Effectifs, 4 | 5 | 5 | 4 | 2] 







MMENENEMESS A 
Efem 3 | 6 [ 3 1 5 [3 





v=1025 
4) V(X) = 4,05 ; V(Y)=6,287; 
Cov(X,Y)=4,475. 


5)r=0,887.|r|=|0,887| > n doncil y a une 


forte corrélation linéaire entre X et Y. 

6) Droite de régression de Y en X : 

y = 1,105x - 1,353. 

Droite de régression de X en Y : 

x = 0,712y + 3,202. 

7)y=17 ; x=0,712x17+3,202=15,30 


7 SE PERFECTIONNER 





z | 2579| 4699 | 8649 | 12647 | 165,67 | 20644 | 


b) z=19,6x +7,6 
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2)z=e" &0,1y=Inz. 
_Inz 19,6x+7,6 
NL DA 

b)x=7, y=196x7+76-1448 


= 196x +76 


4 SE PERFECTIONNER 


1) a) Représentation du nuage de points de 
la série double (X, Y) ; voir figure ci-dessous : 


X:année ; y:cossomation d'énergie 





b) On a: 

X=4,5 ; Y=73; O(X)=2,29 ;0(Y)= 46,64 ; 

cOv(X,Y)=50,5; r, = E EN = 0, 
o(X).o(Y) 


c) Une équation de la droite D de régression 
de X en Y est: y =9,62.x +29,71. 


2)a) V=In(Y) ; Ona: 


L EE s 





x : année ; v=in{y) 











b) Ona: 

X=4,5 ; V=4,33; oX )=229 0 (V]=07 ; 
cov(X,V)=1,579; 
cov(X, V) 
o(X).o(V) 
On a r, =r(X,V)=0,98 est voisin de 1 donc il 
y a forte corrélation linéaire entre v et x et un 
ajustement affine est alors, justifié. 

c) Voir graphique au-dessus. 

d) Une équation de la droite A de régression 
de X en V est : v =0,3.x +2,98. 


Ainsi, a = 0,3 et b = 2,98 ce qui donne: 
Y = e2% e03À hs 0,3.X+2,98 


r, =r(X,V)= = 0,98; 


e 


5 SE PERFECTIONNER 


1°) 
o 
3000 


3006 





Oo 1 2 3 4- = 
2°) a) Une équation de la droite d'ajustement 
de y enx obtenue par la méthode des 
moindres carrés est : (coefficients arrondis 
au centième) y = -1,06x + 4,45, 





© i 2 25 3 d 


c) Si le prix de vente est de 2,50 dinars alors, 
une estimation du nombre d'acheteurs, 
exprimé en milliers est: y = -1,06 x2,5 + 
4,45 = 1,8. Pour un produit vendu 2,50 
dinars, le nombre d'acheteurs potentiels est 
de 1800. 

pus 












Z, ma -3,167 | 5,8081 |4,141225| 2,7556 | 0,8281 pee 
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a) Une équation de la droite d'ajustement de 2°) Le rang de l'année 2003 est x = 33. 

y enz obtenue par la méthode des moindres Une estimation de la population en 2003 
carrés est: y = 0,557z + 0,500 (coefficients obtenue à partir de l'ajustement affine est : 
arrondis à 10- 3 près). v=1,06x33+15,75=50,73 

b) y=0,557z+0,500 et z = (0,75x-3,16)° En 2003, la population est estimée à 51 
alors y =0,557 (0,75x-3,16)° + 0,5 milliers d'habitants. 

équivalent à/ ; PARTIE B : UN AJUSTEMENT EXPONENTIEL 

y =0,557(0,5625x -4,74x+9,9856) +0,5 1°)f(0)=18 alors a et b sont solutions de 


soit y = 0,313313x? -2,64018x + 6,0619792 ` i a 
La parabole qui ajuste le nuage de points a l'équation ae =18 &a=18 

donc bien pour équation : f(30)=50. alors a et b sont solutions de 

y = 0,313x? -2,64x+6,062. l'équation ae?™® =50. 

c) Le prix de vente est de 2,50 dinars alors, 
une nouvelle estimation du nombre 
d'acheteurs, exprimé en milliers est : d'équation 
y = 0,313x 2,5? -2,64x2,5 + 6,062 =1,41825 


Ainsi a et b sont solutions du système 
a =18 


ae? =50 


Pour un produit vendu 2,50 dinars, le a=18 
nombre d'acheteurs potentiels est de 1418. a = 18 > a = 18 E 25 
ae=50 |18e=50 |e” =— 
Nombre d'acheteurs en milliers 9 
a =18 
un 
In(e?”)= Ta 
9 
4518 
2 
30b=In25-In9 
a=18 
© P m25=-1In9 , 2In5-2m3. n5-In3 
30 30 15 





prix da dnaPar conséquent, la valeur arrondie de b au 
millième, obtenue à la calculatrice est 0,034. 


7 SUR LE CHEMIN DU BAC Ainsi f est la fonction définie sur [O;-+cof 
par :f(x)=18e°"***. 
PARTIE A : AJUSTEMENT AFFINE 2°)En 2003 une estimation à l'aide de cet 
1°) Une équation de la droite de régression ajustement est f(33)= 18e°°%%% <55,2778. 
de y enx, par la méthode des moindres carrés 3°) 


obtenue à l'aide de la calculatrice est : 
y =1,06x+15,75 (coefficients arrondis au 


centième) 
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4) L'estimation la plus proche de la 
population réelle est celle obtenue avec un 
ajustement exponentiel. 

PARTIE C : CALCUL D'UNE VALEUR MOYENNE 

1°) Soit f la valeur moyenne de la fonction 
f sur [0:30] d'après la définition de la valeur 


moyenne d'une fonction continue sur un 
intervalle : Soit I un intervalle, f une fonction 
continue sur I et a, b deux réels appartenant à 
I tels que a <b. 
On appelle valeur moyenne de la fonction 


fsur [a;b], le nombre : f = — ['rcodx 





f= E A "1g PLE y — 18 f aQ 0034 y 
30—170 30 “0 
Or sur [0:30], une expression d'une primitive 
de la fonction g:x+ e°®® est 
0,034x 
GRBE ] 
0,034 


D'où 


0,034x |30 
fer 5 € 
30 “0 5| 0,034 |, 





3( e003#30 _ ,0,0340 fe À 1) | 
-à 0,034 ]- 0,17 
Avec la calculatrice on trouve 
3(e 1) 
——— z31,2917 . 
0,17 





Ainsi l'arrondi au dixième de la valeu 


moyenne de la fonction f sur [0,30] est 31,3. 








Ka 
1516,3 20 25 30 335 x 


5 10 





coupe la 


La droite d'équation y=31,3 


courbe Cen un point dont l'abscisse est 


comprise entre 16 et 17. C'est donc au cours 
de la dix-septième année à partir de 1970 
que la population atteint 31,3 milliers 
d'habitants. 


La population a atteint 31,3 milliers 
Remarque: 
On peut valider par le calcul le résultat 
obtenu graphiquement. 
Soit n le rang de l'année au cours de laquelle 
la population atteindra 31,3 milliers 
d'habitants. 
n est le plus petit entier solution de l'inéquation 


188234 > 31,3 = et > -= 


> In (°°° | >In Es 
18 


< 0,034n2>1In(31,3)-In(18) 
l In(31,3)-In(18) 


0.2 — © ss 16,272. 


0,034 


2/7 SUR LE CHEMIN DU BAC 


1°) Une équation de la droite d'ajustement 
affine de y enx par la méthode des moindres 
carrés obtenue à l'aide de la calculatrice est 
y=-89x+44697 (coefficients arrondis à 


t 1 7 
l'unité). 
2°) 
PE Largo sezen PRES PORN NON DENON! + Mallie 
7000 KE | 6... Maladie S 
CE ER FESSES SES á 
g 
g 
. 
++ 
1 + 





1 15 29 25 30 33 


3°) Le rang de l'année 2011 est 41 et 
-89x 41+ 4697 =1048. 


- = 


Í 
t à t t ` 
£ L 1 

= M me pen où en en œuf en mn cpu 00 em en en mm 
Ni 
f $ 


” : ali pie Mit: 
i | | 
i 
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Selon cet ajustement, il y aurait 1048 
personnes qui seraient atteintes de la 
maladie A en Tunisie en 2011. 

Partie II 

1°) Le nuage de points n'a pas une forme 
allongée donc un ajustement affine n'est pas 
approprié. 

2°) Avec la précision permise par le dessin, 
environ 7200 personnes seront atteintes de 
la maladie B en 2011. 


3°) a) Les coordonnées du point P(0;1700) 


vérifient l'équation de la parabole FT donc 
c=1700, 


b) Les coordonnées des points P(10;1950) et 
P(20;2900) 
parabole I donc a et b sont les solutions du 
système : 


vérifient l'équation de la 


100a+10b+1700 = 1950 E. 10a+b = 
400a+20b+1700 = 2900 20a+b = 
10a+b = 

Ha = 

b = =]0 

> 

A = c3,3 
La parabole FF a pour équation 


y =3,5x" -10x+1700. 
c) Nous avons : 
3,5x41°-10x41+1700=7173,5. 


Selon cet ajustement, il y aurait 7174 
personnes qui seraient atteintes de la 


maladie B en Tunisie en 2011. 


Nay SUR LE CHEMIN DU BAC 
1°) 





25 
60 
25 
35 


2°) a) Une équation de la droite (D) 
d'ajustement de y enx par la méthode des 
moindres carrés obtenue à l'aide de la 
calculatrice, est y=—-15x+189 (coefficients 
arrondis à l'unité) 

b) La droite (D) passe par les points de 
coordonnées (4;129) et (11;24). 


c) Graphiquement, les prix x que la société 
peut fixer si elle veut conserver des acheteurs 
sont les abscisses des points de la droite 
situés au-dessus de l'axe des abscisses 
soit x € ]0;12,6[ 


3°) a) La recette est égale au produit du prix 
unitaire d'un article par le nombre d'articles 
vendus. Pour un prix x, le nombre 
d'acheteurs exprimé en milliers est estimé à 
l'aide de l'ajustement affine précédent. Par 


conséquent, la recetteR(x), exprimée en 
milliers de dinars, en fonction du prix 
unitaire X d'un objet est 
:R(x)=(-15x+189)xx=-15x° +189x 
b) Sur l'intervalle [0 ; +co!, la fonction f est la 
restriction d'une fonction polynôme du 
second degré avec a=-15, b=189 et c=0. 
Le maximum de la fonction f est atteint pour 
189 
2x(-15) 
et f(6,3)=-15x6,3* +189%x6,3=595,35. 
Le tableau des variations de la fonction f est : 
| x [0 6,3 +00 


| 595,35 
ft) -e as Ce 


c) D'après l'étude de la fonction f : Le recette 
maximale que peut envisager cette société 
est obtenue avec un prix de vente unitaire de 
6,30 D. 


ge Soit x=- = 6,3 
2a 


| 
| 
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-Ce parascolaire s'adresse aux élèves de l'enseignement secondaire. 
Son principal objectif est de venir en aide aux apprenants. 
D'ailleurs, le livre se donne les moyens de ses objectifs. 


En effet, ce parascolaire se veut un allié de l'apprentissage des mathématiques. 
Il allie cours, approfondissement et enrichissement des connaissances. Dans un souci d'efficacité, | 
nous avons délibérément choisi de suivre la démarche et la progression proposées dans le manuel scolaire | 
Par conséquent, les modules présentés vont en parallèle avec ceux du manuel scolaire afin de mieux répondre 
aux attentes et aux besoins des élèves. 

Ainsi, à l'instar du manuel, chaque chapitre s'organise autour de plusieurs activités : 
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